AGRA2021
INTRODUCCION AL ANALISIS DE FOURIER DE ORDEN SUPERIOR

EJERCICIOS

Ejercicio 1 (La norma U? y la transformada de Fourier).

Demostrar que la norma U? en un grupo abeliano finito Z cumple la férmula || f||y2 = ||f|| o
para cualquier funcién f : Z — C. Demostrar también que || f]|.2 < || fllo2 < ||f||71‘é2 ||f||2/22

Ejercicio 2. Sea A C F} un conjunto de cardinal ap™, y supongamos que existe ¢ # 0 tal
que yﬂ(t)\ > O para algin 0 € (0,1]. Demostrar que existe un subespacio V' < F} de
codimensién 1 en uno de cuyos trasladados A tiene densidad al menos a(1 + 6/2).

Ejercicio 3 (Teorema de Meshulam). }

Iterando, tal como sugerido en la diapositiva 8, la proposicion del curso sobre el control de
S3 por la transformada de Fourier y el ejercicio anterior, deducir el teorema de Meshulam.
Es decir, demostrar que existe una constante C' tal que todo conjunto A C F% de cardinal

mayor que C'3"/n contiene una progresion aritmética de tres términos.

Ejercicio 4 (Teorema de Varnavides). Considerando el teorema de Meshulam en sube-
spacios de [ de dimensién apropiadamente elegida, deducir el teorema de Varnavides. Es
decir, mostrar que para todo 1 > « > 0, existe una constante ¢(a) > 0 tal que para cada
n € Ny todo conjunto A C F} de densidad a, tenemos E, 41 4(2)14a(z+d)1a(2+2d) > ().

Ejercicio 5 (Aplicacién combinatoria de las normas U?).

Sea k € N, sea Z un grupo abeliano finito de orden coprimo con (k — 1)!, sea A C Z con
|A| =a|Z]|, y sea Si(14) = Eygezla(x)la(z+d)- - 1a(x+ (k —1)d). Usando el Teorema
de Von Neumann generalizado, demostrar que |S(A) — af| < 2| fallgr-1.

Ejercicio 6. f

Sea Z un grupo abeliano finito de orden impar, y sea Z x Z — R/Z, (z,y) — x-y una forma
bilineal simétrica no-degenerada. Demostrar que el mapeo ¢ : Z — R/Z es cuadratico sobre
Z si y solo si existe un homomorfismo autoadjunto M : Z — Z, un elemento £ € Z, y algtin
0 € R/Z tales que para todo = € Z se tiene ¢(x) = M(x) - x +& -z + 6.



2

Ejercicio 7.

Sea B un subconjunto finito de un grupo abeliano, y supongamos que |B — B| < K|B|
para alguna constante K > 1. Entonces B tiene al menos |B|?/K cuaternas aditivas, es
decir, existen al menos |B|*/K cuaternas (b, bo, b, by) € B* tales que by + by = b3 + by.

Pista: nétese que Y, p >, Lp(®)1p(x+b) = |B|?, y que el nimero de cuaternas aditivas
en Besiguala 5 5 (X, 1p(2)lp(z + b))Q.

Ejercicio 8.

Sea F un cuerpo finito, sea V' un subespacio de F" x F", y sea Vo = V N ({0} x F™).
Demostrar que existe un subespacio W7 < F” y un mapeo lineal M : Wy — F” tal que el
subespacio Vi := {(h, M (h)) : h € Wi} <F" x F" cumple Vo, +V; = V.

Ejercicio 9.
Sea Z un grupo abeliano finito, y sean fi, fa, f3 funciones Z — C con | f5], | f3] < 1. Entonces
’Em,mEZfl(xl)f2<x2)f3(x1 +2)| < | fillu2-

Pista: adaptar la prueba de la proposicion en la diapositiva 7.

Ejercicio 10.

Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo finito F de orden impar. Supongamos que
dimV >3,y sea M : V — V un mapeo lineal autoadjunto. Demostrar que M(x) -z =0
para algin z € V' \ {0}.

Pista: nétese que podemos suponer que M es biyectivo; dado esto, demostrar que para
todo t € F\ {0} tenemos |E,cy e(tM(z) - z)|* = |[F|~4™Y; luego, combinar esto con la
inversién de Fourier para obtener una cota inferior para Py(x : M(z) - x = 0) que sea

suficientemente grande si dim V' > 3.

Ejercicio 11.

Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo finito F de orden impar, y sea M : V — V
un mapeo lineal autoadjunto. Sea U un subespacio de V' de cardinalidad maxima dada la
propiedad M (z) - y = 0 para todo z,y € U. Demostrar que dim(U) > 1 dim(V) — 3.
Pista: considerar el complemento ortogonal Ut := {y € V : V2 € U, M(x)-y = 0}, y usar

el ejercicio anterior para demostrar por contradicciéon que dim U+ < 3 4 dim U.

Los ejercicios marcados con “i” son mas dificiles.
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