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Introduccién

En la combinatoria aritmética se estudian las estructuras combinatorias que
pueden existir en subconjuntos de grupos abelianos, bajo suposiciones que son
tipicamente débiles. El siguiente teorema es un resultado central en esta area.

Teorema (Szemerédi, 1975 [4])

Para cada entero positivo k y cada a > 0, existe Ny > 0 tal que se cumple lo
siguiente. Para cada entero N > Ny, todo subconjunto A C [N] de cardinal mayor
que aN contiene una progresion aritmética de longitud k.

Denotamos por [N] el intervalo {1,2,...,N} C Z, y escribimos “PA-k" para
“progresion aritmética de longitud k", que es el tipo de estructura estudiada en
este caso. La suposicién sobre A aqui es simplemente que su densidad |A|/N es
mayor que « en [N] (para N suficientemente grande).

A menudo es atil reformular este resultado fundamental desde el punto de vista
del conteo de las PA-k incluidas en A.

Notacién: dados un conjunto finito X y una funcién f : X — C, definimos e/
promedio de f sobre X por E,cxf(x) = ﬁ > xex f(x) . Dado A C X, denotamos
por 14 la funcién indicatriz de A.

Ejemplo: para A C [N] tenemos E,cpjla(x) = |A|/N, la densidad de A en [N].
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Un enunciado equivalente al Teorema de Szemerédi

Sea A C Zn = Z/NZ. Entonces el conteo de cuantas PA-k hay en A se puede
expresar, de modo normalizado (i.e. dividiendo por el nimero total de PA-k en
Zn), como el promedio siguiente:

Ey dezy 1a(x) 1a(x + d) -+ 1a(x + (k — 1)d).

Notacién: dadas funciones cualesquiera fi, ..., fx : Zy — C, denotamos por
Sk(fiy. .., fx) el promedio Ey gez, fi(x) (x4 d) - -+ fiu(x + (k — 1)d).
Escribimos Sk (f) cuando f = --- = fi, = f.

Un resultado de Varnavides [6] (ver la hoja de ejercicios) dice que el Teorema de
Szemerédi es equivalente al enunciado siguiente.

Teorema

Sea k € N y a > 0. Entonces existe ¢ = c(a, k) > 0 tal que para cada N e N y
cada funcion f : Zy — [0,1] con Ez, f > «, tenemos Si(f) > c.

Como un primer paso hacia este teorema, intentemos controlar el valor de Si(f)
usando propiedades analiticas o combinatorias de f.
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El caso k = 3 y el analisis de Fourier

A partir de ahora suponemos que N es un nimero primo impar.

En los afios 1950, Roth observé lo siguiente [3]: dado A C Zy, el promedio
S3(14) esta controlado por la transformada de Fourier de 1,4, de un modo que
permite demostrar el teorema de Szemerédi para k = 3.

Elementos basicos del analisis de Fourier discreto:
Denotemos por e la funcién R/Z — C, 6 — exp(27i0).

o Los caracteres en Zy son las funciones e, : Zy — C, x — e(5), (r € Zn).
Forman el grupo dual Zy = Zy , identificando e(%) con su frecuencia r.

e Equipemos C%V con un producto escalar (f, g) = Excz, f(x)g(x).
Los caracteres forman una base ortonormal de (CZv (-, -)).

o La transformada de Fourier de f € CZv es f : Zy — C, r — Exezy f(x)e()-
El namero f(r) = (f, e, es el coeficiente de Fourier de f de frecuencia r.

e Teorema de inversion: para cada f € C™¥, f(x) =Y ;. £(r) e(%).

e Definimos las normas LP y £P en CZV por ||f||» = (Exez,|f(x)|P)*/,
IFllee = (Zrez, IF()1P)P, p € [1,00). Ademas, |||l = sup, |f(x)|-
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e Teorema de Plancherel: para cada f,g € C*v, (f, g) = <?, g).
Un caso particular es el Teorema de Parseval: ¥ f € C*V, ||f||1z = ||f||¢=.

Estos fundamentos del anlisis de Fourier se extienden a todo grupo abeliano
finito Z. En particular, Z = Z. Para dar un isomorfismo explicito, el caracter

X € Z se identifica con una frecuencia tnica r € Z, a través de una forma bilineal
Z x Z — R/Z (generalizando la aplicacién (r,x) — % que usamos en Zy).
Resultado basico [5, §4.1]: para todo grupo abeliano finito Z existe una forma

bilineal simétrica no degenerada Z x Z — R/Z.

Los Gnicos ejemplos explicitos que usaremos en este curso son los siguientes:

e En Zy, como hemos visto, r-x = Z¥ mod 1 (considerando R/Z como [0,1) con
la operacién +mod 1 ).

e Sea F" un espacio vectorial sobre un cuerpo finito F de orden p (para cualquier
primo p). Entonces para r = (r1,...,r),x = (x1,...,xn) € F", definimos

r-x==(rnxi+ -+ rax,) mod 1.

1
P
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El caso k = 3 y el analisis de Fourier

La observacién de Roth fue la siguiente.

La transformada de Fourier controla la deviacién del conteo de PA-3

Sea AC Z con |Z| impar, |A| = | Z|. Entonces |S3(14) — o®| < SUp,.o 1Ta(r).

Vamos a demostrar una versién algo mas general. Para ello, denotemos por f4 la
funcion centrada de A, i.e. fa(x) = 1a(x) — a (“centrada" porque Exezfa(x) = 0).

Entonces S3(14) = Ex dez (fa + a)(x) (fa+ a)(x+d) (fa+ a)(x + 2d).
Es facil ver que este promedio es igual a o + S3(fa).
Observamos también que E\(r) = ﬁ(r) para r # 0, y que E\(O) =Efy =0.

Con todo esto, el enunciado anterior se deduce del resultado siguiente.

Proposicién (La transformada de Fourier controla S3)

Sean fi,f,fs : Z — C. Entonces Ss(fi, o, f3) = 2,5 fa(r) (—=2r) 5(r). Ademas,
i |Z| es impar y /j € [3], |l < 1, entonces |Ss(h. fo. )] < minycis [l

reZ
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Proposicion (La transformada de Fourier controla S3)
f(r) B(—2r) fs(r). Ademas,
si|Z| es impar yVj € [3], |[fillco <1, entonces |Ss(fi, f2, )| < minjep HEHOO.

Sean fi,f,fs: Z — C. Entonces Ss(fi, fo, ) =3, 5

Prueba. Por la férmula de inversién, Vj € [3] tenemos fi(x) =3, 7 E(rj)e(rj - X).
Sustituyendo en S3(f, f2, f3) = Ey gez fi(x) fa(x + d) f3(x + 2d), vemos que

S3(fi, for F3) = Bca X oy Fi(11) Bo(2) Fa(r3) €(r1 - x 12 (x + d) + 13- (x + 2d))
= fl(rl) g(rg) g,(rg,) [Exge(x-(n+nr+r))e(d: (n+2n))].

Utilizando la ortonormalidad de los caracteres, se ve que el promedio interior es

[]EXE(X ' (rl +r+ I’3))] [Ede(d : (r2 + 2[’3))] = 1l’1+l’2+l’3:0 1r2:—2r3
=1,-r, 1;,—_2r,. Sustituyendo en S3, vemos que

Si(hifoh) =X _nn i(n) B(r2) B(rs) = 5, (1) B(=2r) A(n).
1=I3, 2=—<I3

Para la segunda afirmacién, es suficiente dar la prueba para j = 1. Tenemos

1Ss(fi, £, )] < 32, AN (=20 [B(N] < IRl 3, [B(=20)]B(r)].

La desigualdad de Cauchy-Schwarz implica 3, |f(—=2r)| |&(r)| < |&]le |5l

Por el Teorema de Parseval, esta cota es igual a

2]l 1]l < [[f2]loc [13]loe < 1. O
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Se deduce de la linealidad de la aplicacién f + f que ||f||o es una norma en C%,
a menudo denotada por ||f]|,2. Reformulemos nuestra proposicion.

Proposicién (La transformada de Fourier controla S3)
Sean f, 6, : Z — C, |fi]le <1,

Z| impar. Entonces |S3(f1, f2, f3)| < minje3) ||f]] 2

Este enunciado forma la base de la prueba de Roth del caso k = 3 del Teorema de
Szemerédi. En efecto, dado un subconjunto A C Zy de densidad «, aplicamos la
proposicién con f = f» = f3 = f4 para obtener |a® — S3(14)| < |/fall 2. (De hecho,
nétese que obtenemos la cota mas potente |a® — S3(14)| < a/fall,2.)

Esto implica que, si ||fa|,2 es pequefio en comparacién con o, entonces A
contiene aproximadamente a3N? PA-3.

Desde aqui, se deduce el teorema usando la dicotomia siguiente:

e O bien: [|fall,2 = sup, ITa(r)| es suficientement pequefio y concluimos
que existe una PA-3 en A (para N suficientemente grande),

e O bien: existe r # 0 tal que |14(r)| es al menos una fraccién de «, y entonces
se emplea un argumento de incremento de densidad, usando e, para localizar
una PA larga en la cual A tiene densidad notablemente mayor que a.

No entraremos en los detalles de esta prueba para k = 3, sino que nos
centraremos en generalizar esta estrategia para k > 3.
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El caso k = 4: el analisis de Fourier ya no nos sirve

El resultado que quisiéramos obtener, para poder trabajar con la dicotomia
anterior en el caso k = 4, es el siguiente analogo de la proposicion anterior:

Ve>0,30>0tal quesi fi,f,f fa: Zn — C cumplen [[flloo <1y |[flloo <6
para cada j € [4], entonces |Ex g fi(x) f2(x + d) f3(x + 2d) fa(x + 3d)| < e.

Lamentablemente, esta proposicién hipotética es falsa.

Ejemplo: sean fi(x) = e(%), f(x) = e(=22), A(x) =e(35), fa(x) = e(=22).
Observaciéon: Vx,d € Zy, x* —3(x + d)? +3(x + 2d)? — (x + 3d)?> = 0. |

Obtenemos entonces

Sa(f1, f2, F3, fa) = Ex gezye(F (x* = 3(x + d)? + 3(x + 2d)? — (x + 3d)?)) = 1.
Sin embargo, para cada j tenemos ||f||sc < N~ que tiende a 0 cuando N — co.
En efecto, Vr,

|E(f)|2 _ Exe(xzﬁ’x) ]Eye(ylery) = Eypef —x2N+rx) e((”h)z,;r(”h))

2 2
= By pe( S0ty | o(2tiothy < |y |R,e(25)| = Ep Loy (h) = &.

En consecuencia, para estas funciones obtenemos ||?J||Oo = ON—soo(1) para todo
J € [4], pero S4(f1, 2, f3,f2) = 1 permanece alejado de 0 cuando N — co.
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Buscando otras herramientas

El ejemplo anterior muestra que la norma ||f]|o no es suficientemente sensible
para controlar los promedios de PA-k para k > 3. jQué alternativas tenemos?

Idea: identificar una cantidad (o funcién) asociada con la norma ||f||o, que tenga
una generalizacién permitiendo el control de promedios sobre progresiones mas

largas. Con este objetivo, Gowers consideré la norma |||l = (32, |f(r)|4)1/4.

Por un lado, si ||f||s < 1, entonces las normas ||)?||g4 y ||?HOO son
aproximadamente equivalentes. De hecho, para todo f, tenemos las siguientes
desigualdades (faciles de verificar): ||[f[|2, < ||If||7a < [|If]|%.

Por otro lado, se da la férmula siguiente, valida en todo grupo abeliano finito Z:

1
1Flles = (Bxspaspacz F(x) FOxF hr) FOcF a) F(x + hy + o))

a

Para ambos enunciados, véase la hoja de ejercicios.

Las cuaternas (x, x + h1, x + h2, x + h1 + h2) se pueden considerar como cubos de
dimensién 2 (o paralelogramos) en Z. Es natural tratar de generalizar esta
férmula, calculando el promedio sobre cubos de dimensién superior en Z.

Asi, llegamos a la definicién de las normas de Gowers en Z.
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Las normas de uniformidad en un grupo abeliano finito Z

Para cada entero d > 1, existe una tal norma de uniformidad de orden d sobre
C?, denotada por || - || ye.

La norma U? es el promedio sobre cubos de dimensién 2, como acabamos de ver:
1
”f”UZ = (Ex,hl,hzez f(X) f(X + hl) f(X + h2) f(X + h1 + h2) ) 4.

La norma U3 se obtiene calculando el promedio sobre cubos de dimensién 3:

1Flus =(Exunmotmaez F(x) Fx + ba) Fx + h2) F(x + by + ha)
1

PO o) Fx + b+ ha) F(x 4 ha o+ hs) FOc+ by + b+ ha) ).

La regla general ya se ve claramente. Definamos pues estas normas formalmente.

Definicién (Normas de uniformidad en Z)

Para cada d > 2, la norma U? se define, para f € C?, por

m""

1£llus = (Exmiteraez 1 CMFCx+ b+ 4 vaha))
ve{0,1}4
donde Cf := f es el operador de conjugacién compleja, y |v| = v + - + va.
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Las normas de uniformidad en un grupo abeliano finito Z

Se puede dar también la siguiente definicién inductiva de las normas U?:
o Definimos la seminorma ||f||y2 := [Exezf(x)].

e Denotamos por T el operador de traslacién en CZ, definido por
Thf(x) := f(x + h) para todo h € Z. Entonces para todo d > 2, definimos

2d71

‘ _
1115 = Enezllf T3 (*) J

Por ejemplo, ||f||Z3 = Ex by ho,n F(X)F(x+h) F(x+ h1) f(x+ h+ h)
FOx + ha) F(x + ha + ) F(x+ hy + h2) F(x + s 1 ha +h))

:E,,(Ex,hl,hzfrh?(x) FT'f(x+h) F T (x+ hy) fTh?(x+h1+h2))
= Es|If T4,

Observamos que ||f||Z, = ExEf(x)f(x + h). Aplicando Cauchy-Schwarz en h,
obtenemos ||f[|2: < (En|Exf(x)f(x + h)[2)2 = ||f|2:, i.e. |flloa <|flloa.
Usando Cauchy-Schwarz de modo similar en (*), se ve por induccién lo siguiente.

Las normas U9 forman una secuencia creciente: Vd > 2, |f|lys < ||f] yoa- |
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Las normas de uniformidad en un grupo abeliano finito Z

A continuacién establecemos otras propiedades fundamentales de las normas UY.
Comencemos definiendo, para cada d > 2, una operacién analoga al producto

interno (f, g) = E.f(x)g(x).
Definicién (Producto U9 en C?)

Sea d > 2y sea (f,),c0,1}¢ una coleccién de 29 funciones Z — C.
El producto U? de estas funciones se denota por ((£,),)y« y se define por

<(fv)v>Ud = ]Ex,h1,hz,...,hd€z H Clvlfv(X aF V1h1 qFoo0 TF thd)'
ve{0,1}9

Por ejemplo, para d = 2, el producto U? de las funciones fyo, fo1, fi0, fi1 € C% es
(foo, fr0, fo1, fi1) y2 = Bx by b foo(x) fro(x + h1) for(x + h2) fi(x + b1 + h2).
Observacién: si todas las f, son iguales a una misma funcién f, entonces
2d
(F)v)ue = lIflI5e-
Recordemos que la desigualdad triangular para || - ||,z se deduce de la desigualdad
de Cauchy-Schwarz. De modo similar, para demostrar la desigualdad triangular

para || - ||ye, utilizaremos un resultado analogo a la desigualdad de
Cauchy-Schwarz para el producto U“.
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Las normas de uniformidad en un grupo abeliano finito Z

Proposicion (La desigualdad de Gowers-Cauchy-Schwarz)

Sead>2y(f,),eqo,1}¢ una coleccion de 29 funciones Z — C. Entonces

K(Fveoyduel < [T 1lle-
ve{0,1}9

Para ver la idea principal de la prueba, es suficiente tratar el caso d = 2.
Sustituyendo y = x + hy en
|{foo, fr0, fo1, fir) yz| = |Ex,hy,ha foo(X) fio(x + h1) for(x + h2) fi1(x + b1 + h2)],
obtenemos |En, (Exfoo(x) fio(x + h1)) (Eyfor(y) fir(y + h))|.
Aplicando Cauchy-Schwarz en hy, vemos que esta expresion estd acotada por la
raiz de Eny |Exfoo(x) fio(x + h1)|* Eny |E, for(y) fix(y + h1)|”. Esto es igual a

(foo, f10, foo, fio)uz  (for, fu1, for, fi1)u=. Repitiendo este argumento

en cada uno de los dos factores, el primero se acota por
1/2 1/2
{foo, foo, foo, foo) /e (Fro, fro Fios Fio) e = [l fooll3e I fuollZe,
y del mismo modo el segundo factor se acota por ||fo1 (|22 [|fi1]|7--
Concluimos que [{fo0, f10, fo1, fi1) uz| < |foolluz | frolluz [ forll vz [ faallu=-
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Las normas de uniformidad en un grupo abeliano finito Z

Ahora estamos en condiciones para demostrar que la funcién || - ||y« es una norma.

Proposicién
Para cada d > 2,

||+ s una norma en C%.

Prueba. Sabemos ya que ||f]ye > ||fllvz ¥ Iflluz > ||?||Oo Por tanto esta claro
que || - ||ys es no-negativa y no-degenerada. Para comprobar la desigualdad
triangular, usamos

[{(F)veqoy)vel < Ilveqoaye Ifvllue- *)

Sean f,g : Z — C, y consideremos ||f +g||%jdd = ((f + &)vefo,1}9)ve- Este
producto U? es lineal en cada una de las coordenadas de (f + g),. Desarrollamos

entonces || f +g||fjd en una suma de 29 términos, cada uno de la forma ((£,), )y«
con f, = f o bien f, = g. Aplicando (*) a cada uno de estos términos, obtenemos

d od od d_ d
I+ glle <Srmo C)IFILelglse " = (Ifllua + llgllu)*- O
Asi pues, las normas U9 con d > 2 generalizan de manera natural la norma U?.

Pero jpara qué sirven estas normas en combinatoria aritmética?
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Propésito de las normas de uniformidad

Las normas U9 nos permiten controlar promedios sobre estructuras mas complejas
que las progresiones aritméticas de longitud 3. Un ejemplo central en el contexto
del teorema de Szemerédi es el control del promedio

Si(fiy. .., f) =Eeafi(x) fa(x +d)--- fi(x + (k — 1)d) por la norma U*~1.

Teorema (El teorema de Von Neumann generalizado)

Sea k > 3, y supongamos que mcd(|Z|,(k —1)!) = 1. Sean f,...,fx : Z — C con

Ifilloo <1 para cada i € [k]. Entonces |Sk(f1,. .., fi)| < minjcpq |Ifillye—r-
Consecuencia combinatoria:
Para todo conjunto A C Z con |A| = a| Z|, se tiene |Sk(1a) — a¥| < 2K||fal| yx—1. J

La demostracién del teorema se realiza por induccién sobre k.

Ya hemos visto el caso k = 3: hemos demostrado que si | Z| > 2 es impar,
entonces [Sa(fi, f2, )] < miniegy |7 loc. Ademas, [[£ 1o < [[Fle = [1£le.
Por tanto |S3(f1, f2, f3)| < min;ep3 ||fi|uz-
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Teorema (El teorema de Von Neumann generalizado)

Sea k > 3, y supongamos que mcd(|Z |, (k —1)!) = 1. Sean fi,....,fx : Z — C con
[filloo <1 para cada i € [k]. Entonces [Sk(f1,. .., fi)| < minjcpq [|fill yr—1-

Prueba. k =3 v'. Para captar la idea del paso inductivo, consideremos el caso

k = 4. Realizando un cambio de variables, vemos que es suficiente demostrar que
1Sa(f1, ... fa)| < mina<j<a||filys.

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz a

|Exa fi(x) fo(x + d) f(x + 2d) fa(x + 3d)|* en x,

obtenemos la cota superior ||fi[|2, Ex|Eq fa2(x + d) fa(x + 2d) fa(x + 3d)|>.

Este promedio es igual a

Eyaa B(x+d) h(x+d) fi(x+2d) fi(x+2d") fa(x +3d) fa(x + 3d").
Efectuando el cambio de variables y = x + d, h = d’ — d, este promedio se
convierte en

Eyan fa(y) Ry +h) fily +d) iy +d+2h) fa(y +2d) fa(y +2d + 3h).
Para cada i € [3] y cada h € Z, definimos g; »(y) = fir1(y) fira(y + ih).
Entonces este Gltimo promedio es

En Ey g g1.0(y) &uly+d) gsnly+2d) =E, S3(g1,n 82,h, &3,5)-

17 /37



Teorema (El teorema de Von Neumann generalizado)

Sea k > 3, y supongamos que mcd(|Z |,(k —1)!) = 1. Sean f1,...,fx : Z — C con
Ifilloo <1 para cada i € [k]. Entonces |Sk(f1,. .., fi)| < minjcpq |Ifill yr—2.

Continuacién del caso k = 4: hasta ahora hemos establecido que
1Sa(f1, 2, f3, fa)|* < Ep |S3(81,h, 82,0, 83,n)|, habiendo definido, para cada / € [3]
y h € Z, la funcién gj y(x) = fiy1(x)fix1(x + ih). Por la hipétesis inductiva

(i.e. el caso k = 3) tenemos E; |Ss(g1,n, &2.h, &3,n)| < Enminie(s) [1&i,nllvz-

Es facil ver que esto es como mucho minjc(3) Epl|gi nl|uz, lo que, a su vez,
. 1/4

esta acotado por min;c(z (Enllginll$z) /,
Puesto que | Z| es coprimo con (k — 1)! = 6, la aplicacién h — i h es una
permutacién de Z para cada i € [3]. Por tanto, deducimos que

) 1/4 ) - 1/4
miniery (Enllginllhe) = miniers (Eallfia T"allf)
Recordando la definicién inductiva de las normas U9, vemos que esto es igual a
min;cpa [|fiv1llZs = minic(2,3,4 [|fil|3s- Esto completa la prueba del caso k = 4.
El paso inductivo para k > 4 es parecido. O
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RESlE

e La transformada de Fourier es provechosa en la combinatoria aritmética
porque controla promedios tales como S3(f1, f2, f3).

e La transformada de Fourier no es suficientemente sensible para controlar
promedios sobre estructuras mas complejas, como Si(fi, ..., fx) para k > 3.

e La norma U? esti estrechamente relacionada con la transformada de Fourier,
y se generaliza de manera natural a las normas U?, d > 2.

e La norma U*~! facilita el control de promedios de la forma
Sk(f1y ..., ), k > 3 (teorema de Von Neumann generalizado).

e Para la norma U2, tenemos ||f||y= < ||F||5? para todo f € CZ con |f| < 1.

De ahi, si ||f]|y= > n > 0, deducimos que existe un caracter e, € Z
tal que |(f,e/)| > n°.

Para que las normas U? sean de utilidad similar a la de la transformada de Fourier
(en particular, para que posibiliten una prueba del teorema de Szemerédi),
tenemos que conseguir una conclusién de utilidad similar a la del altimo punto
anterior, a partir de la suposicién que f € CZ satisface ||f||ys > 7 > 0.

Esperariamos poder decir que en este caso f tiene un producto interno no negli-
gible con una funcién adecuadamente estructurada (analoga a un caracter). Un
resultado de este tipo se conoce como un teorema inverso para la norma U<,
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Hacia un teorema inverso para la norma U3

Objetivo: identificar una coleccién Fy de funciones Z — C con las propiedades
siguientes. Primero, las funciones en F4 deben ser suficientemente estructuradas
(como los caracteres). Segundo, la coleccién debe ser suficientemente amplia para
que si f € C% con |f| <1 cumple ||f||yas2 > 1 > 0, entonces exista una funcién
Q € Fy tal que |(f, Q)| > ¢, con ¢ = c(n) > 0 independiente de | Z|.

Para d = 1, hemos visto que es suficiente la coleccién Z de caracteres e,, r € Z,
i.e. F1 =Z. iQué seria una coleccién F, adecuada para || - ||ys?

i Podemos tomar como F, otra vez la coleccién de caracteres? No. Para la norma
U3, esta familia no es suficientemente amplia para dar lugar a un teorema inverso.

Ejemplo: consideremos de nuevo f(x) = e(x?/N) sobre Zy. Tenemos ||f||ys = 1,
ya que x> — (x + h1)? — (x + h2)> + (x + h1 + h2)?
—(x + h3)® + (x 4+ b1+ h3)® 4+ (x + ho 4+ h3)®> — (x + by + ho + h3)® = 0.

Sin embargo, tenemos sup, |(f, e, )| < ﬁ (como vimos anteriormente), lo cual
tiende a 0 cuando N — oo.
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Hacia un teorema inverso para la norma U3

El ejemplo anterior indica que es necesario afiadir mas funciones para obtener una
familia F, adecuada. jPero qué funciones?

Las normas U9 desde el punto de vista del “calculo discreto”:
Sea Z un grupo abeliano finito. Para todo h € Z y f € C%, denotamos por Apf la
derivada multiplicativa (discreta) de f con diferencia h, definida por

Apf(x) = f(x + h)f(x) = T'f f.
Es posible expresar ||f||ys en términos de derivadas multiplicativas de grado d:
d
1F15s = En.....hsxez Dby - By F(x).

En particular, supongamos que f(x) = e(¢(x)) para cierta aplicacién
¢:Z—R/Z. Para h € Z, sea hV el operador diferencia, con diferencia h,
definido por (hV)¢(x) = ¢(x + h) — ¢(x). Entonces el promedio anterior se
convierte en

Eh, .. hyxez e((hd V)(hg—1V)---(h V)¢(X)>-

Desde este punto de vista, los caracteres se pueden considerar puntos extremos
para la norma U?, en el sentido siguiente.
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Hacia un teorema inverso para la norma U3

Proposicién (Los caracteres son maximos de la norma U?)
Seaf:Z — C con ||f|l < 1. Entonces ||f||y2= = 1 & f(x) = e(¢(x) + 0), donde

¢:Z — R/Z es un homomorfismo y 0 € R/Z es una constante.

Prueba. Si ||f]lcc <1y ||f]lyz =1, entonces f debe ser de médulo 1, asi que

f(x) = e(¢p(x)) para cierta funcién + : Z — R/Z. Entonces la ecuacién ||f||y= =1 es
equivalente a la validez de la siguiente ecuacién para todo x, hy, hy € Z:

(h2 V)(h1 V)¥(x) = ¥(x + h1 + h2) —b(x + h1) = P(x + h2) +9(x) = 0.

A su vez, esto es equivalente a que 1) sea de la forma ¢(x) + ¢(0) para cierto
homomorfismo ¢ : Z — R/Z. O

Llamaremos a cualquier funcién Z — R/Z una funcién de fase sobre Z.

El resultado precedente se puede considerar como un caso extremo del teorema
inverso para la norma U?. Existe un enunciado analogo para la norma U3, en el
cual las funciones lineales x — ¢(x) + 6 son reemplazadas por funciones de fase
cuadraticas.

Nota: de ahora en adelante suponemos que | Z| es impar y mayor que 3, y
fijamos una forma bilineal simetrica no degenerada Zx Z — R/Z, (x,y) + x - y.
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Hacia un teorema inverso para la norma U3

Un homomorfismo M : Z — Z es autoadjunto (o simétrico) si Mx -y = My - x
para todo x,y € Z.

Proposicién (Las fases cuadraticas son maximos de la norma U3)

Sea f:Z — C con ||f|lcc < 1. Entonces ||f||ys =1 si y solo si existen un
homomorfismo autoadjunto M : Z — Z, un § € Z y un 0 € R/Z tales que, para
todo x € Z, f(x) = e(Mx - x + & - x +0). *)

Véase la hoja de ejercicios.

Este resultado puede motivar la reflexién siguiente: a lo mejor, en lugar de las
fases lineales e(¢(x) + 0), la familia de fases cuadraticas de la forma (*) nos basta
para un teorema inverso para la norma U3. Desgraciadamente, para ciertos grupos
esta familia atn no es suficientemente amplia para servir como familia 7.

Para ver esto, debemos considerar funciones de fase definidas localmente, i.e.
sobre un subconjunto estricto de Z.

Usamos la notacién siguiente: para x, hy, ha, ..., hy € Z, escribimos Cy 4, ... p,
d

para (x + v - (h1,...,hd))yeqo,1}¢. €l cubo de dimensién d en yAUR

Por ejemplo Cx,h1,hz = (X, X+ hy, x+ hy, x+ hy + h2).
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Hacia un teorema inverso para la norma U3

Definicién (Funciones de fase localmente lineales/cuadraticas)

Sea X un subconjunto de un grupo abeliano. Una funcién ¢ : X — R/Z se dice
lineal sobre X si

(h2 V)(h1 V)¢(x) = ¢(x + h1 + h2) — ¢(x + h2) — d(x + h1) + ¢(x) =0

para todo Cy .5, € X% La funcién ¢ se dice cuadratica sobre X si

(h3 V)(h2 V) (b1 V)é(x) = 0 para todo Cy py oy € X101,

Ahora podemos ver que las fases cuadraticas Mx - x + £ - x + 0 definidas
globalmente no bastan para un teorema inverso para la norma US.
Ejemplo (Gowers, 2001): Sea K = L\/NJ y sea P C Zy la progresién aritmética
de dimension 2 definida por P = {x; + Kxo : =K /10 < x1, x2 < K/10}.
Sea f(x) = e((x + x3)/N) 1p(x). Se verifican las afirmaciones siguientes:
e ¢(x) = (x¥ + x3)/N es cuadratico sobre P.
e Tenemos ||f||ys > 1 cuando N — oo, esencialmente porque las Gnicas
contribuciones a ||f||ys se deben a cubos de dimensién 3 en p{o.1}*
y cada una de estas contribuciones vale 1, ya que ¢ es cuadratico sobre P.
e Toda fase cuadratica global sobre Zy es de la forma ¢(x) = % + 5 +0,
y [(f, e())|? < Enczy|Exezy Anf(x) e(=2r hx/N)| = o(1)n-oc-
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Hacia un teorema inverso para la norma U3

Asi pues, a la hora de definir 7, en Zy, debemos tener en cuenta fases cuadraticas
definidas localmente sobre progresiones aritméticas multidimensionales. Resulta
que con estas fases mas generales, obtenemos por fin una coleccién F,
suficientemente amplia para un teorema inverso para la norma U3 en Zy.

En el marco de este curso, serd& mas conveniente concentrarnos en una versién del
teorema inverso que es técnicamente menos exigente, a saber, la versién que se da
en espacios vectoriales F" sobre un cuerpo finito F. (En un tal espacio, las PA

multidimensionales se reemplazan por subespacios afines, mas faciles de manejar.)

Para enunciar el teorema, necesitamos la nocién siguiente, que es valida en todo
grupo abeliano finito Z.

Dado X C Z, el sesgo local polinomial de grado d de f : X — C es la cantidad
11l u(x) = suPg.x—r,z |{f, e(#))|, donde el supremo se toma sobre todos los
polinomios ¢ : X — R/Z de grado d — 1 en X, i.e. ¢ es tal que para todo cubo
Cuh. .n, de dimensién d en X1 tenemos (hg V) - (hy V)p(x) = 0.

Nétese que el teorema inverso para U? es equivalente a la siguiente desigualdad:
para todo f : Z — C con |f| < 1, se tiene ||f[|y2(z) < ||f\|¥22) = ||f|\1/2.
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El teorema inverso para la norma U3

Teorema inverso para U3 en espacios vectoriales finitos

Sea F un cuerpo finito de orden primo e impar. Sea f : F” — C con |f| <1 tal
que ||f||y= > 1 > 0. Entonces existe un subespacio W < F” con

dim(W) > n— 0(n~°M), tal que Eycpl|f|ly2(y+w) > n°W.

En particular, existe y € F" tal que ||f||,2(y+w) = Q(n°W).

Comentarios:
e Este teorema fue demostrado por Green y Tao [2], en base a ideas de Gowers.

e Tiene aplicaciones combinatorias. En particular, como veremos mas adelante,
el teorema permite demostrar el teorema de Szemerédi para k = 4 en F",
usando un argumento de incremento de densidad.

e Existe un resultado analogo en Zy, pero es técnicamente bastante mas
complicado. Ademas, la generalizacién a U? para d > 3 en términos de fases
polinomiales localmente definidas no es obvia (Gowers demostré el teorema de
Szemerédi usando las normas U9 en Zy, pero usando un enunciado mas débil
que el teorema inverso para U9).
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Prueba del teorema inverso para la norma U3 en F”

Paso 1. Si f : F” — C con |f| < 1 tiene norma U3 grande, entonces el argumento
complejo de la funcién h+— A,(f) es una funcién “bastante lineal”, en el sentido
que se parece a una funcién £ cuyo grafo contiene muchas cuaternas aditivas.

Proposicién

Sea f:F" — C con |f| <1 y|f|lys= >n. Entonces existe H C F" con densidad
|H|/IF"| > n8/2, y € : H— F" tal que |Anf(£(h))| > n*/V/2 para todo h € H, y tal
que el grafo I de & contiene al menos " [F"|? cuaternas aditivas (i.e. cuaternas
(a1, a2, a3, as) tales que a; + a, = a3 + ay).

Prueba. Recuerden la definicién inductiva de U3, ||f[|8s = E;||Anf||{-
Entonces la suposicién || f|/yz > 1 es equivalente a En||Apf ||} > n8.

Por el teorema inverso para la norma U?, tenemos E;,HE;?H?(X, > n8.

Definimos el conjunto H:={h e F": HAtheoo >n8/2}. Yaque |[f| <1,
tenemos [|Af |2~ < 1, asi que 78 < Eh||Ahf||@oo < |H|/|F"| + n®/2. Deducimos
la cota inferior |H|/|F"| > n8/2.

Por definicion de HE;‘HZOQ y de H, existe una funcién £ : H — F” que cumple
|BRF(E(N)2 = [ExAnf(x)e(—€(h) - x)|* = n®/2 para todo h € H.
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Ahora mostramos que el grafo de £ contiene muchas cuaternas aditivas, aplicando
la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Primero, observando la cota |H|/|F"| > n®/2

para la densidad de H, y la condicién |A,f(£(h))2 > n8/2 para todo h € H,
obtenemos '€ /4 < E,|E, T"f(x)f(x)e(—&(h) - X)|21H(h)

= |Ehpk THF(x)F(x) TKF(x) TH(T"F)(x)e(—£(h) - k)1n(h)|.
Aplicando la desigualdad triangular en x, k (y |f(x) T*f(x)| < 1), deducimos que
Exk[Ea TH(T"F)(x) T"F(x)e(—&(h) - k)1u(h)| > n'®/4.
Aplicando ahora la desigualdad de Cauchy-Schwarz en x, k, obtenemos
Es ke T(THEF)(x) ThHF(x) e(—&(h+£) - k) Lu(h +0)

TR TH(x) e(¢(h) - K) Lu(h) > 17?/16.

Multiplicando las dos funciones exponenciales, obtenemos e((¢V)¢(h) - k).
Ademas, la funcion TK(THHEF)(x) ThHf(x)TH(THF)(x) Thf(x) es igual a
gioy) = TK(T F)(y) T F(y) TKF(y)f(y) con el cambio de variables y = x + h.
Deducimos que 17°?/16 < [Ey k n.¢ 8k.e(y) e((€V)E(h) - k) 1p(h+ £)1n(h)|
< Ey|Ep e((CV)E(h) - k) 1r(h + £)1p(h)].
Usando Cauchy-Schwarz en k, ¢, y un cambio de variables similar, obtenemos
Bkt iz €((E2V)(1V)E(R) - k) 1p(h + L1+ £2)Ln(h + £2)1u(h + 1) 14(h) > L.
jHemos terminado! jPor qué?
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Consideremos el promedio sobre k como funcién en h, {1, £5:

(h,t1,02) — Ei e((€2V)((1V)E(h) - k)1n(h + €1+ £2)14(h + €2)14(h + €1)1H(h).

Esto es igual a 1 cuando &(h+ 01 + 62) —&E(h+42) —&E(h+41) +&(h) =0y
h+#01+4, h+4¥>, h+/¢1y, h € H,yesigual a0 en cualquier otro caso. O
Paso 2. Sobre un subespacio de alta dimensién, la funcién £ se puede remplazar
por una aplicacién (perfectamente) lineal.

Para demostrar esto, vamos a aplicar los tres resultados siguientes, que son
herramientas muy conocidas y tiles en la combinatoria aritmética.

Teorema de Balog-Szemerédi-Gowers (BSG) (cotas debidas a Schoen, 2013).
Existe ¢ > 0 tal que, si A C Z contiene al menos 5|A|3 cuaternas aditivas,
entonces existe B C A con |B| > cé|A|y |B— B| < c 1574B].

Teorema de Chang en F". Sea FF un cuerpo de caracteristica p. Si A C F™
contiene §|A|® cuaternas aditivas, entonces existe un subespacio V < F™ con

VC2A-2Ay |V| > p= 0674

Desigualdad de Pliinnecke-Ruzsa. Sean A, B subconjuntos finitos no vacios de
un grupo abeliano tales que |A + B| < C|A|, para alguna constante C > 1.
Entonces, para enteros k, ¢ > 0 cualesquiera, tenemos |kB — (B| < CKT4|A.
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Recuerden: el grafo I C F" x F” de £ contiene al menos L5 |F\3 cuaternas aditivas.

Lema. Existen un subespacio V C F” x F” con dim(V) > n— O(n=°™) y una
pareja (hy,&1) € F7 x F" tales que [F N (V + (h1, &) > n°@|v|.

Prueba. Aplicando BSG con § = Ly, existe B C I con |B — B| < n~°M)|B|. En
particular, B contiene > n°1)|B|3 cuaternas aditivas (véanse los ejercicios).

El teorema de Chang nos aporta un subespacio V C 2B — 2B de codimensién
O(n=°®). Ahora la desigualdad de Pliinnecke-Ruzsa implica que

|B+ V| < |B+2B—2B| < n °Y)|B|. Entonces

IrN(B+ V)| >|rnB|=|B|>n°W|B+ V|

Consideremos la particion de B + V en |B + V|/|V| clases laterales de V. Por el
principio del palomar, deducimos que existe una clase lateral V + (h1,&;) tal que
TN (V4 (b1, &) > n°®|V|, como queriamos demostrar. O

Podemos ahora demostrar el resultado principal de este paso.

Teorema. Sea f :F” - C con |f| <1y Hf||U3 >n > 0. Entonces existen un
subespacio Wy < F™ con dim(Ws) > n— O(n~°W), xo € F", una apllcaC|on lineal

M:W; —F" yun & € F", tales que ]EheW1|A/Xo—+\hf( M(h) + &)| > n°W.
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Prueba. Sea V el subespacio obtenido en el lema anterior, y escribamos

M =rnN(V+(h,&)). Sea Vo = VN ({0} x F"). Puesto que I es el grafo de
una funcién, todas las sumas en 'y + V4 son distintas, asi que |1 + Vo| = |T1|| Vol
También tenemos |1 + Vo| < |V, y por el lema anterior || > n°M|V/|.

Por tanto | V| < =00,

Se deduce del algebra lineal (véase la hoja de ejercicios) que existen un subespacio
Wy <"y una aplicacién lineal M : Wy — " tales que el subespacio

Vi :={(h,M(h)): he Wi} <F" X F" cumple Vo + V; = V

(en particular, dim(W;) = dim(V4) = dim(V) — dim(Vo) > n — O(n~°M)).

Tomemos la particién de V en trasladados de V4. La cota inferior para [['1] y el
principio del palomar implican que para cierta pareja (xg, &o) tenemos

TN (Vi + (x0,&))| > n°®|Vy|. Por definicién de T, esto es equivalente a

Phew, (h+xo € H, &(h+ x0) = M(h) +§O> > o),

—

Recuerden: por definicién de &, tenemos Api fF(E(h + x0)) > 21’% para todo
h+xo € H.

Combinando todo, obtenemos Execw, |Apixf (M(h) + &)
2 Prew, (h+xo € H, &(h+ xp) = M(h) +§0) 271% > o), 0

31/37



Prueba del teorema inverso para la norma U3 en F”

Paso 3 (Argumento de simetria). Sea W el subespacio en el cual M es
simétrico: W ={he Wy : M(x)-h= M(h)-x for all x € Wy} < Wj.

Lema. Tenemos |W| > n°®|W|, lo que implica dim(W) > n— O(n~°®). |

Prueba. Comencemos por el resultado del paso 2, es decir la cota

10 < Enews [ Bginf (M(h) + &).

Denotando por b una funcién cualquiera cuyo valor absoluto estd acotado por 1,
este promedio se puede expresar como

Enewsy b(h) Exer TH0f(x)f(x)e(—(M(h) + &) - x). Esta Gltima expresién, a su
vez, se puede escribir como Ejcw, Exern b(h) b(x) b(x + h) e(—M(h) - x) > n°W).
Dividiendo F" en clases laterales de W4, el principio del palomar implica que existe
x1 € F" tal que E, new, b(h)b(x + x1) b(x + x1 + h) e(—=M(h) - (x + x1)) > n°W.
Ahora que hemos fijado x;, lo podemos ignorar usando la notacién b. Asi, la
desigualdad final se convierte en n°() < E, pew, b(h) b(x) b(x + h) e(—=M(h) - x)
< Enew, [Exew, b(x) b(x + h) e(—M(h) - x)|, donde b(h) ha sido eliminado por la
desigualdad triangular.

Aplicando Cauchy-Schwarz en h € Wi, deducimos que
7% < K,y hews b(x) b(y) b(x + h)b(y + h) e(—M(h) - (y — x)).
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El objetivo es colocar términos en x, y de tal manera que se pueda cuantificar la
potencial asimetria de M. Con este fin, empleamos un cambio de variable
h=z—x—y, lo que resulta en la desigualdad

1% € Exyzem b(x,2) by, 2) e(=M(z — x — y) - (y — X))

Observamos que e(—M(z —x —y) - (y — x)) =

e(M(x) -y — M(y)-x)e(—M(z) -y + M(y) - y) e(M(z) - x — M(x) - x). Esto nos
permite absorber mas términos en las funciones b: la desigualdad anterior se
puede escribir n°) < E, , ;ew, b(x, z)b(y,z) e(M(x) -y — M(y) - x).

Ahora quisiéramos eliminar las funciones acotadas b. Con este fin, empleamos
primero el principio del palomar relativo a la variable z, deduciendo que

1% < Ey yew, b(x)b(y) e(M(x) -y — M(y) - x).

Aplicando Cauchy-Schwarz en x (parecido a la aplicacion precedente), se deduce
que 790 < Eyy hens b(y) b(y + h) e(M(x) - h — M(h) - x).

Finalmente, aplicando la desigualdad triangular en y, h, eliminamos b(y)b(y + h),
obteniendo que n°M) < Epcw, [Exew, e(M(x) - h — M(h) - x)|.

jHemos terminado! En efecto, observen que Eycw, e(M(x)-h— M(h)-x) = 1w(h)
(ya que x — e(M(x) - h— M(h) - x) es un caracter en W;). Asi la altima
desigualdad implica que n°®) < Epew, Lw(h) = |W|/|W4|, y esto es lo que
afirma el lema. U
Ahora pasamos a la dltima etapa de la prueba.
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Paso final. Comencemos de nuevo con la conclusién del paso 2, es decir
70 < Epew, |Dsginf (M(h) + &)|. Dividimos W en clases laterales de W.
Por el principio del palomar, existe x; € W; tal que

10 < Erew!| Asg s +f (M(h+x1) + &)

= Epew b(h) Exepn TPt f(x) f(x) e(—(M(h+ x1) + &) - x).
Usando la notacién b como antes, simplificamos atin mas esta expresién: noten
que para todo r, x, e(r - x) = e(r- (x+ h))e(—r - h), luego la desigualdad anterior
se escribe n°) < Epcw e b(h) b(h + x)f(x) e(—M(h) - x).
Dividiendo F" en clases laterales y + W, y € F", vemos que
%0 < EyemEpxew b(h)b(h+x +y) f(x + y) e(=M(h) - (x +y))

= EyemEnxew b(h, y)b(h+x,y) f(x + y) e(—M(h) - x).
Por la simetria M(h)-x = M(x) - h para todo x, h € W, y notando que p es impar,
obtenemos e(—M(h) - x) = e( — 1M(x+ h) - (x+ h)) e(AM(x) - x) e(AM(h) - h).
Sustituyendo esto en la dltima desigualdad, y recolocando factores, obtenemos
%0 < EyepEpxew b(h, y)b(h+x, ) f(x + y) e(3M(x) - x).
Para cada elemento y, escribimos f,(x) = f(x + y) e(M(x) - x). Deducimos (véase
la hoja de ejercicios) que n°) < E, cp||f, 2wy < Eyepn

f||u3(y+W) ]
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Incremento de densidad para kK = 4 en [F”

Supongamos que A C F” con |A|/|F"| = « no contiene ninguna PA-4 no trivial.
Entonces, por el teorema de Von Neuman generalizado, la funcién centrada f4
cumple ||fa]|ys > n(a) > 0. Ahora el teorema de Szemerédi para k = 4 se deduce
del resultado siguiente.

Proposicién. Sea f : F” — [—1,1] con Ep-f =0y ||f||y= > n > 0. Entonces
existen un subespacio V < F" con dimV > n/2 — 0(77_0(1)), y un elemento
xo € F", tales que Eycxorvf(x) > noM.

Prueba. Sea W < IF" dado por el teorema inverso. Tenemos

E,cpExey+wf(x) = Emf = 0. Notamos que max(t,0) = (|t| +t)/2, Vt € R.
Deducimos que Eycpr|Exey+w(x)| = 2E,cp» max(E,+wf,0). Podemos suponer
que E, wf < n¢/C para una constante C > 0 de cualquier tamafio fijo que
queramos (porque en caso contrario hemos terminado ya la prueba). Se deduce
que Eycpn[Exeyrwf(x)| < 2n¢/C. Eligiendo C suficientemente grande, y
aplicando el teorema inverso, deducimos que

Eyern ([IFllusw) — 2/Bxeysw F(x)]) > 0.

Entonces existe y € F" tal que ||f][,3(1w) > 2|Exey+wf(x)] + Qn°M). Sin pérdida
de generalidad supongamos que y = 0. Por definicién de u3, existen una
aplicacién lineal autoadjunta M: W — Wy & € W tales que

[Exewf(x)e(=M(x) - x — & - x)| > 2[Ew ()] + Q(n°M).
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Recuerden: tenemos |[E,cw f(x)e(—M(x) - x — & - x)| > 2[Ewf| + Q(n°WM).
Formemos la particion de W en conjuntos de nivel
S={xeW:MXx) x+& x= i},je [p]-
Por la desigualdad triangular, >°7 ; [Exewls(x)f(x)| > 2[Ewf| + Q(n°W).
Utilizamos otra vez la identidad max(t,0) = 3(|t| + t), deduciendo asi que
2 max(Erewls (F(x). 0) > § T2, [Bxewls ()F(x)| + JEwf
> [Ewf| + 1Ewf + Q(n°®) > Q(n°W) = Q(n°W) 2, 12

Por el principio del palomar, existe j tal que E.ewls;(x)f(x) > nou)%.

Formamos ahora una particién de W en subespacios afines adecuados.

Sea U < W de cardinal méaximo tal que Mx -y = 0 para todo x,y € U.

Tenemos dim(U) > 3 dim(W) — 2 > 2 — O(5~°®) (véanse los ejercicios).

La particién en cuestién divide W en clases laterales de U. Por el principio del
palomar, existe x; 4 U tal que Exe.+uls; (x)f(x) > QPN P, u(S)).

Sea V = S; N (x1 + U). Entonces Eyeyf(x) > n°W), en particular V # 0.
Observamos que V es un subespacio afin (;por qué?), y que ademas

dim V > dim(U) — 1 > 2 — O(n~°®). O
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