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Introduccién

Contar origamis : motivaciones

@ Gromov-Witten invariants

@ volumen de espacio de moduli Hz(k1, ko, ..., ks)

V. Delecroix (CNRS - U. Bordeaux) Superficies cuadriculadas |11 18/08/2021 2/12



Superficies de translacién

Superficie de translacién (constructiva)

Definicion

Sean Py, P>, ..., Py poligonos en R2 y o un emparejamiento de sus lados
tal que dos lados emparejados estan paralelos y con vectores normales
opuestos. La superficie de translacion construida a partir de

({Pi}i=1,...m, ) es el cociente LIP; bajo la identificacin por translacion de
los pares de lados dados por o.

v
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Superficies de translacién

Superficie de translacién (analitica)

Definicién
Una superficie de translacion es un par (X,w) donde X es una superficie
de Riemann compacta y w una 1-forma holomorfa que no sea zero.

y? =x(x —1)(x - 2)
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Superficies de translacién

Superficie de translacién (analitica)

Definicién
Una superficie de translacion es un par (X,w) donde X es una superficie
de Riemann compacta y w una 1-forma holomorfa que no sea zero.

y?=x(x—1)(x - 2)

w=—
y

ILas dos definiciones son equivalentes! (ver ejercicios)
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Isomorfismos y estratas

Estratas

Definicién

Por cada vector k = (ki, ..., k,) de nimeros enteros positivos tal que

ki + ko + ...+ k, = 2g — 2 definimos la estrata H4(k) como el conjunto
de las clases de isomorfismos de superficies de translaciones de genero g y
singularidades conicas de angulos 2m(ky + 1), 2w(ka + 1), ..., 2w(k, + 1).
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Isomorphismos : cortar y pegar
Definicién

Dos superficies de translaciones dados por poligonos son isomorfas si existe
una secuencia de cortes y pegadura que permite de pasar de una a la otra.
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Isomorfismos y estratas

Isomorfismos : versidn analitica

Definicidon

(X,w) y (X' ') son isomorfas si existe un isomorfismo de superficies de
Riemann ¢ : X — X' tal que ¢*w' = w.
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Isomorfismos y estratas

Isomorfismos : versidn analitica

Definicién
(X,w) y (X' ') son isomorfas si existe un isomorfismo de superficies de
Riemann ¢ : X — X' tal que ¢*w' = w.

ILas dos definiciones son equivalentes! (no es trivial)
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Coordenadas por H, (k)

Sea M superficie de translacién definida por un solo poligono

Una venicinidad de M en H, (k) es dado por pequefio cambio de los lados
(VAv vB, V¢, VD) € (C4'
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Coordenadas por H, (k)

Sea M superficie de translacién definida por un solo poligono

Una venicinidad de M en H, (k) es dado por pequefio cambio de los lados
(va, v, vc, vp) € Ch.
versién algebraica (mapa de periodos): (X,w) — [w] € HY(S, Z;C)
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Isomorfismos y estratas

Origamis = puntos enteros

Proposicion

Una superficie de translacion M es un origami si y solo si su imagen por la
aplicacién de periodos pertenece a H'(S,%;7) ~ 7Z.26+°~1. De manera
equivalente, si y solo si los lados de los poligonos son vectores integrales.
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Isomorfismos y estratas

Origamis = puntos enteros

Proposicion

Una superficie de translacion M es un origami si y solo si su imagen por la
aplicacién de periodos pertenece a H'(S,%;7) ~ 7Z.26+°~1. De manera
equivalente, si y solo si los lados de los poligonos son vectores integrales.

Ver ejercicios.
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Volumen de Masur—Veech y conteo de origamis

Volumen de Masur-Veech

Sea Hg(x) una estrata de superficies de translacién.

Teorema (Masur—\Veech 1982)

La medida de Lebesgue en H'(S,X;C) normalizada tal que H'(S,%;7Z)
sea de covlumen uno define por pull-back una medida en Hg(r).
La masa total de {M : Area(M) < 1} es finita.
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Volumen de Masur—Veech y conteo de origamis

Volumen de Masur-Veech

Sea Hg(x) una estrata de superficies de translacién.

Teorema (Masur—\Veech 1982)

La medida de Lebesgue en H'(S,X;C) normalizada tal que H'(S,%;7Z)
sea de covlumen uno define por pull-back una medida en Hg(r).
La masa total de {M : Area(M) < 1} es finita.

Teorema (Zorich 2002)

1
Sea ap el conteo de origamis ay := Z m donde la suma es sobre los
ut(o

origamis o en Hg (k) con area N. Entonces

1
Vol({M : Area(M) < 1}) = lim —5 - D an.
N'<N

v
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Volumen de Masur—Veech y conteo de origamis

El caso de H,(2)

Teorema

La funcién generadora de los origamis en Hy(2) satisface

1/ . . N

Y g =2 <6E§(q) — Eq(q) + Ez(q)> =3¢° + 99" +27¢° + 0(q°)
o

donde

4
E(q) == sz—llfiqe =" oa(n)q".

>0 n>0
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Volumen de Masur—Veech y conteo de origamis

El caso de H,(2)

Teorema

La funcién generadora de los origamis en Hy(2) satisface

1/ . . N
> g =2 <6E§(q) — Eq(q) + Ez(q)> =3¢° + 99" +27¢° + 0(q°)
o

donde

Zﬁk L Zak 1(n)q".

>0 n>0

Caso particular de un teorema de Eskin-Okounkov: la funcién generadora
de los origamis en cualquier estrata H, (k) es quasimodular.
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El caso de H,(2)

Teorema

La funcién generadora de los origamis en Hy(2) satisface
1/ = . .
Y g =2 <6E§(q) — Eq(q) + Ez(q)> =3¢° + 99" +27¢° + 0(q°)
[e]

donde .
. _ q n
Ek(q) = E Ek 11_7q€ = E Uk—l(n)q .

>0 n>0

Caso particular de un teorema de Eskin-Okounkov: la funcién generadora
de los origamis en cualquier estrata H, (k) es quasimodular.

Corolario

El volumen {M € H(2) : Area(M) < 1} es igual a 9%. J
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Descomposicén en cilindros y valores zeta mudiltiples

Conjetura

Por cada estrata H(x) y cada k, la contribuccion de los origamis con k
cilindros al volumen de Masur-Veech de PH (k) e una combinacion
racional de valores zeta miiltiples

1
C(Slas2a"'ask) = Z ﬁ

n>n>...>n>0 1 n2 ”nk

The conjecture holds for H(2,1,1) (Zorich)

1804( )

1 1
V2= - 20L7) 4 5 C2.6) + 5 C(T) + e C(8)
26 61 4 ol
V3 fC(l 1,6) — 378C(1 6) — 63C(1 7)+73780C(2 5) - 63 €(2,6) + o, 37
16 365 187

V4 = —56(1,1,6) ﬁC(l 6)+ C(l 7) - ngo(@ 5)+ C(2 6) + 5

8 367 313 7

V5 = iilili li—((l 6) — —C(l 7) + ——((2.5) — —C(2 6) +
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