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Torsion des courbes elliptiques
sur les corps de nombres

§ 1. QUELQUES RAPPELS SUR LES COURBES ELLIPTIQUES

1. Déﬂl}ltion, modeles de Weierstrass

Soit K un corps. Une courbe elliptique sur K est une courbe projective, lisse, abso-
lument irréductible E de genre 1 définie sur K, munie d’un point rationnel O.

L'espace vectoriel des formes différentielles régulidres sur une telle courbe est de
dimension 1 (le genre g de E). Il existe donc sur E une forme différentielle régulizre
non nulle w, et w est unique & multiplication prés par un élément de K* . En fait w ne
s’annule en aucun point {car son diviseur est de degré 2¢g — 2 =0).

Soit D un diviseur K-rationnel sur E de degré d. Notons L{D} l'espace vectoriel
des fonctions rationnelles f sur E, définies sur K, telles que div{f)+D >0.8i d>1,
on a dimL{D) =d d’apris le théoréme de Riemann-Roch.

Soit E une courbe elliptique munie d’une forme différentielle réguliére non nulle
w. Notons @ l'anneau local de E en O et m son idéal maximal. Nous dirons qu'une
uniformisante locale v de E en O (i.e. un générateur de l'idéal m) est adapté & w
st sa classe mod.m? est la valeur de w en O. Soit 7 une telle uniformisante. Ii existe
d'aprés le théordme de Riemann-Roch (appliqué aux diviseurs 2{O) et 3(O)) des fonctions
rationnelles z et ¥ sans pdles en dehors de O telles que

zer (1+m) yer I 14+m)
(conditions qui ne dépendent pas du choix de ). Elles sont liées par une équation (dite

de Weierstrass) de la forme

1) ¥  + ayzy + aay = 28 4 agz? + agz + a5
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et (x,y,1) définit un isomorphisme de E sur la ¢ubique projective dans P, d'équation
affine (1). Par cet isomorphisme, w correspond & —dz/(2y + 017 + 63) et O au point &
l'infini, de coordonnées homogénes (0,1, 0). Tout couple de fonctions rationnelles possédant
les mémes propriétés que (z,y) est de la forme (T4 r,y+ sz +1).

Il est de tradition de poser

by = af + dap
by =a103+ 2a47
bg = a_-’, + dag
bg = adas + 40206 — a1a304 + aza% — o2
cq = b3 — 2dbg
€ = —b3 4 36babyg — 216bg
= —b3bg — 863 — 272 + Gbababs
j=ci/a
On a bybg — b3 = 4by et
1728A = ¢} — c3.
Lorsque la caractéristique de K est différente de 2, Péquation reliant z et Y =y 2121d2
s'éerit
by o ba b5,

Y2=1:3+-‘i-z - 2:z:+-I,

lorsqu'elle est en outre différente de 3, l'équation reliant X =z + % et Y s'écrit

Les scalaires ¢4, c5 et A nedépendent quede E et w et pas du choix du couple (z,y). (En
caractéristique 0, cela résulte de ce qui précéde; le cas général s’en déduit par le principe
de prolongement des identités algébriques.) On les note ¢4(BE,w), cs(B,w), A(E,w). On
appelle A le diseriminant de E {munie de w). Le fait que E soit non singulitre se traduit
par P'égalité A 3# 0, et toute cubique de P; d'équation affine (1) avec A # 0, munie de
son point & l'infini, est une courbe elliptique.

Lorsqu'on remplace w par dw, on peut remplacer le couple (z,y) par (A~%z, A™3y)
et les a; par A~%a;. On a donc

C4(E, ’\w) = A_4C4(E‘l w), CG(Er ’\w) = A_GCG(E,M), A(El ’\w) = A—uA(E!“")'
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Il en résulte que le quotient j(E) = c4(E,w)*/A(E,w) ne dépend pas de w ; on Pappelle
linvariant modulaire de E. Il peut prendre toute valeur dans K et détermine E 2

isomorphisme prés sur K.

2. Lol de groupe

Soient K un corps et E une courbe elliptique sur K. Il existe sur E une unigue
loi de groupe algébrique d'élément neutre O. Cette loi est commutative et fait de E une
variété abélienne de dimension 1 ; la somme de deux points P et Q de E (définis sur une
extension K’ de K) est I'unique point R (défini sur K') tel que le diviseur (P)+(Q) soit
linéairement équivalent & (R) 4+ (O). (L'existence et 'unicité de R résultent du théordme
de Riemann-Roch.) Dans un modéle de Weierstrass de E, toute droite de Py coupe E
suivant trois points de somme nulle ; la somme R de deux points P et Q de E se détermine
donc par le procédé suivant : si R’ le troisidme point d'intersection de la droite PQ (la
tangente en P si P = Q) et de E, R est le troisime point d'intersection de la droite
OR’ et.de E.

L'application P cl{(P) — (0)} définit un isomorphisme de groupes algébriques de
E sur sa jacoblenne, i.e. sur Pic®(E). (Ceci n'est pas prouvé dans le livre de Silverman

on pourra & ce sujet consulter la chapitre 2 de Katz et Mazur).

3. Isogénies

Soient E et E' deux courbes elliptiques sur K, O et O leurs éléments neutres.
Tout morphisme de courbes algébriques u : E — E’ qui applique O sur O’ est un
homomorphisme de groupes algébriques ; s'il est non constant, on dit que c’est une isogénie.
On note deé u son degré.

Soit u € Hom(E, E'). L’homomorphisme u* : Pic®(E’) — Pic®(E) définit par trans-
port de structure un homomorphisme v : E' - E, dit dualde u. Ona 0" =0 et

u ou=degu.lp,  deg(u’) =deguy, () =u.
Pour u, v dans Hom(E,E') et ¥; dans Hom(E',E"), on a
{utv) =u" +v°, (upeu) =u " eu;”.

SiuceEndE,ona u+u ={l+u) e(l4+u)—u ou—1g,donc u+u" estla
multiplication par un entier, appelé la trace de u. L'endomorphisme de multiplication par

un entier n dans E est égal & son dual et est de degré n?.
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Une isogénie u : E — E’ est séparable si et seulement si I'image réciproque par
u d'une forme différentielle non nulle sur E' est non nulle. Toute isogénie est séparable
lorsque K est de caractéristique 0. Lorsque K est de caractéristique p > 0, toute isogénie
u:E — E' posstde une unique factorisation de la forme E—E@—* B’ oy ¢
est une puissance de p, E(@ est la courbe elliptique déduite de E par le changement de
base A+ A? (ie. dont une équation de Wejerstrass s'obtient en élevant 4 la puissance
g-iéme les coefficients d'une équation de Welerstrass de E), ¢ est le morphisme qui dans
les modtles précédents s'éerit (z,y) — (x9,3) et v une isogénie séparabie. On dit que ¢
est le degré inséparable de u et degu son degré séparable. Le degré séparable de u est le
cerdinal du noyau de u dans E(K).

4. Courbes elliptiques sur C

Soit L un réseau de C. La surface de Riemann C/L est compacte, connexe et de
genre 1, donc posséde une unique structure de courbe algébrique projective irréductible et
lisse de genre 1 sur C. Munie de son &lément neutre, c’est une cc:urbe elliptique sur C ;sa
loi de groupe est déduite de 1'addition de C par passage au quotient. La forme différentielle
dz sur C définit par passage au quotient une forme différentielle réguliére, encore notée
dz par abus de notation, sur la courbe elliptique C/L. Toute courbe elliptique sur C
munie d'une forme différentielle régulizre non nulle w est isomorphe & un unique couple
(C/L,dz) : L est le réseau des périodes de w. Le groupe de ses points de torsion est
isormorphe & (Q/Z)?. La fonction p de Weierstrass

1 1 1
PA=5t X o E

el r20
est une fonction elliptique (i.e. méromorphe et périodique de péricdes L) dont les seuls

poles sont des péles doubles en les points de L ; son développement a I'origine s'écrit

e
plz) =5+ l;(?k + 1)Garya(L)2**

Gu(l)= Y &%

LELIAD
Ona
' (z) = 4p(2)* — 60G4(L}p(z) — 140Gg(L).
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Les fonctions rationnelles z et y de I'unique modile de Weierstrass de E associé 4 la
forme différentielle dz et pour lequel a; = az = a3 = 0 sont celles déduites par passage
8u quotient de p(z) et —3p'(z). Elles satisfont I'équation

1,r2 =:1:_3+a4z+a6
avec aq4 = —15G4(L) et ag = —35G4{L). On a donc
ca(C/L, dz) = 720G4(L), cs(C/L, dz) = 30240Gs(L).

Soit L’ un second réseau de C. Les morphismes de C/L dans C/L’ se déduisent par
passage au quotient des applications de la forme 2z — Az, ol A € C est tel que AL C L'.
Lorsque A # 0, le degré du morphisme est l'indice [L : AL]. Pour que C/L et C/L’ soient
isomorphes, il faut et il suffit que L et L’ soient homothétiques. Toute courbe elliptique
est donc isomorphe & une courbe de la forme E; = C/(Z + Z7), oli 7 est un élément

du demi-plan de Poincaré $ ; de plus E; est isomorphe & E,+ si et seulement si il existe
b
(z d) € SL2(Z) tel que 7/ = ﬂc'—:ﬁ' Ona

ca(E,,dz) = (2r)4(1 + 240 i o3(n)e?™inT)

ne=1

CG(Er, dl) = (21{)6(1 — 504 i s (n)eﬂﬂ'inr)

n=1

ol ox(n) désigne la somme des puissances k-iémes des diviseurs de n, et

A(E,, dz) = e**5" ﬁ(l — g2inTy
n=1
Les fonctions précédentes de + sont respectivement modulaires de poids 4, 6 et 12 pour
SL3z(Z), et A ne s’annule pas sur 5. La fonction 7 j{E,} définit un isomorphisme de
la surface de Riemann SLy(Z}\$ sur C.

Posons q = e*™7, L’application z +— ¢?™* définit par passage au quotient un
isomorphisme de B, sur C*/g%. Il est d'usage de munir la courbe elliptique C*/q?
de la forme différenticlle provenant par passage au quotient de la forme différentielle du/u
sur C* , Elle correspond par Pisomorphisme précédent & 2mwidz. On note calq), cs(g) et

]

A(g) les invariants de la courbe elliptique C*/q% munie de la forme différentielle du/u,
et 7{¢) l'invariant modulaire de C*/¢%. On a '

cag) =1+ 240 i aa(n)q”

n=1

es(g) = —(1 —~ 504205(11

n=l

Algy=¢q H (1—gqm

n=1

Jlq)y =g ™' 4+ 744+ 196884g + ... ‘

ot la dernidre série est & coefficients entiers.

Choisissons comme fonctions = et ¥ d'un modéle de Welerstrass de C* /g% associé
a du/u les fonctions correspondant par l'isomorphisme précédent & '(%(f}l - 1—'2- et &
-3 2:“ ﬂ%}y + 5 24 L'équation de Welerstrass correspondante s'écrit

y’+my=m3+a4z+a5

avec
o0
ay = -5 Z aa(n)q"
n=1
= — ifm’s(n) + Tos(n) ,
§ = - 1z g
n=1
(noter que les coefficients de ces séries sont entiers) et z, y se déduisent par passage au
quotient des fonctions

z(g,u) = Z q"‘u)’ Z lfi.qqn

nEZ n>0
ng®
y(Q:u) E 3 T
nEZ "u) n>0 1-gq®

{Noter que dans la plupart ses cuvrages, y compris dans Deligne, Modular Functions of
One Variable IV, les formules données sont erronées, car elles correspondent 4 la forme
différentielle —dufu).

5. Courbes elliptiques sur un corps fini
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Scit K un corps fini. Notons p sa caractéristique et ¢ son cardinal. Soient E une

courbe elliptique définie sur K, F son endomorphisme de Frobenius (élévation des coor-
données & la puissance g-i2me), F~ l'isogénie duale et a la trace de F.

THEOREME 1 (Hasse). — Le cardinal de E(K) est ¢+1—a et l'ona |a] < 2,/9.
Considérons en effet l'isogénie u = lg — F de E. Elle est séparable car F est
inséparable. Le noyau de u dans E(K) est E(K). Son cardinal est égal au degré de u.
Comme le degré de F est g, ona degu=94"cu=g+1—a.
En écrivant que le degré de n+-mF est > 0 pour n, m dans Z, on obtient la relation
n? +anm+ gm? > 0 ; cette inégalité reste vraie pour n, m dans Q par homogénéité, et

pour n, m dans R par continuité. On a done a? —4g <0.

8. Courbes elliptiques sur une extension de degré fini de Qp

. Dans ce numéro, p désigne un nombre premier, K une extension de degré fini de
Qp, et E une courbe elliptique définie sur K. On note v la valuation normée de K, R
l’a.nnea‘l-l de valuation (= la fermeture intégrale de Z, dans K}, m I'idéal maximal de R,
Kle corps résiduel de R, p la caractéristique et ¢ le cardinal de K.

6.1. eq_mh'ons de Weierstrass minimales de E

La courbe elliptique E posstéde toujours une équation de Weierstrass
¥? +ayTy + eay = 2° + a;7% + a4z + 0g

a coefficients dans R. Soient ¢4, cg, A les invariants standard associés. On dit que
'équation précédente est minimale si v(A} prend la plus petite valeur possible. Cela
détermine {x,y) A un changement de variables prés de la forme w2’ = z+r, Uy =
y+ar+t {ol u € R* et r,5,t € R); la forme différentielle w correspondante est

déterminée & une unité de R prés et A & la puissance douziéme d'une telle unité prés.

6.2. Les divers types de réduction de E

Fixons désormais une équation de Weierstrass minimale de E; en la réduisant
mod. m, on obtient ’équation affine d’une cubique projective Eaur K ; celle-ci, & iso-
morphisme prés, ne dépend pas de I'équation minimale choisie et est dite déduite de E
par réduction modulo m. La cubique E aau plus un point double et on déduit de la loi

de groupe de E une structure de groupe algébrique sur la partie non singuliére Ere de E.

Distinguons plusieurs cas :

a) On.a v{A)=0. Dans ce cas, F est une courbe elliptique; on dit que E 3 bonne
réduction.

b) On & v{A) > 0. Dans ce cas, E a un unique point singulier et on dit que E a
mauvaise réduction. On peut choisir le modele minimal de sorte que ce point singulier soit
(0,0). L'équation de E est alors de la forme

v+ @izy = 2° + d32?

et l'on a b_; = &'.2 +4az, & = 5;2 , Cg = —l;;a. Les pentes des tangentes au point singulier
de E sont les racines de 'équation A2 + &3 A — @ = 0. Distinguons deux sous-cas ;

{i) On & v(e4) = 0 (ou v(cs) =0, cela revient au méme). L'équation 2?4410 —d3 =0
a dans ce cas deux racines distinctes et le point singulier de E est un point double ordinaire.
On dit que E a réduction multiplicative.

Lorsque les pentes des tangentes au point singulier de E sont rationnelles sur K {ce
qui équivaut & dire que —cg est un carré dans I~(), on dit que E a réduction multiplicative
déplayée. On peut alors choisir le modile minimal de E de sorte que ces tangentes aient
pour équation y = 0 et x4y = 0. L'équation de B s'écrit dans ce cas v 4oy =13,
et (z,y) — Efﬂ définit un isomorphisme de groupes algébriques de E™ sur le groupe
multiplicatif Gy, .

Lorsque les pentes des tangentes au point singulier de E ne sont pas rationnelles sur
K » on dit que E a réduction multiplicative non déployée. Dans ce cas, E™ est isomorphe
au noyau de la norme Resg, /EG"‘ — G, , ol K’ est I'extension quadratique de K et olt
Res désigne la restriction de Weil.

(i) On a v(cs) > 0 (ce qui &quivaut & v(cs) > ). Dans ce cas le point singulier de
E estun point de rebroussement. On peut choisir le modéle minimal de E de sorte que la
tangente au point singulier {0,0) de E ait pour équation y = 0. L'équation de E s'écrit
dens ce cas y? =z et (z,y) — £ définit un isomorphisme de groupes algébriques de
E™ sur le groupe additif G,. On dit que E a réduction additive.

Un modéle minimal de E sur K ne reste pas forcdment minimal sur une extension
de degré fini K’ de K : c’est cependant le cas lorsque E a bonne réduction ou réduction
multiplicative sur K. Si par contre E a réduction additive sur K, il existe une extension
de degré fini K’ de K sur laquelle E acquiert soit bonne réduction, soit réduction
multiplicative : le premier cas se produit lorsque v{j) > 0 et on dit alors que E a

potentiellement bonne réduction, le second lorsque v(j) < 0 et on dit alors que E a
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potentiellement réduction multiplicative. On peut choisir 'extension K’ de sorte que son
indice de ramification soit < 6 (resp. < 12, resp. < 24) si p > 5 (resp. p = 3, resp.
p=2)

6.3. Structure du groupe des points rationnels

On dispose d"une application de réduction P — P de E(K) dans E(K) : on obtient un
systéme de coordonnées homogén’la de P en prenant la réduction modulo m d'un systéme
de coordonnées homogines (a,b,¢) de P tel que inf(v(a),v(d},v(c}} = 0. L'ensemble
Eo(K) des points de E{K) dont la réduction appartient & E™ est un sous-groupe de
E(K) et l'application de réduction définit par restriction un homomorphisme de groupes
surjectif Eo{K) — E*(K)}. On note E;{K) son noyau.

L'indice du groupe Eo(K) dans E(K) est fini. (Il s’interprdte comme le nombre de
composantes connexes de la fibre spéciale du modele de Néron de E qui sont rationnelles
sur K.) Hest:

—4pgal & 1 lorsque E a bonne réduction ;

— égal & v(A) = —v(j) lorsque E a réduction multiplicative déployée;

— égal & 1 (resp. 2) lorsque E & réduction multiplicative non déployée et que v(A})
est impair (resp. pair); :

— inférieur ou égal & 4 lorsque E a réduction additive.

L'indice de E1(K) dans Eo(K), égal au cardinal de E™*(K), est :
— inférieur ou égal & ¢ + 1 + 2,/ lorsque E a bonne réduction;
— égal & ¢ — 1 lorsque E a réduction multiplicative déployée;

— égal & g+ 1 lorsque E a réduction multiplicative non déployée;
— égel & g lorsque E a réduction additive.

Le groupe E;(K) est formé des points (z,3) de E(K) dont les coordonnées dans un
modéle de Weierstrass minimal n'appartiennent pas &4 R. Pour un tel point, distinct de
Iorigine, il existe un entier n > 0 tel que v(z} = —2n, et v(y) = —3n. L'application
P — z{P) = z(P)/y{P) est une bijection de E;(K) sur m. La bijection réciproque est
donnée par

T =yz
y=z 3+ mz? —az”! 4 a3 — (@ +ara3)z + . ..
ol le second membre est une série de Laurent en y, dont les coefficients sont des polynémes

universels & coefficients dans Z en les g;. Cela résulte en effet, par approximations
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successives, de 1'égalité

yz® =14 a1z — apz° + A L -a—g-
v ¥

La structure de groupe sur m déduite de celle de E;(K) est définie par une loi de groupe
formel : Ja somme de deux éléments zy et zz est f{z,z2), oll S est une série formelle en
deux variables telle que f(X,0) =0, f(X,Y) = f(Y,X), et dont les coefficients sont des
polyndmes universels & coefficients dans Z en les a;. (Voir pour cela Particle de Tate dans
Modular Functions of One Variable IV). Notons que les m™, pour n > 1, sont pour cette
loi des sous-groupes de m et que la loi quotient dans m™/m"+! est I'addition usuelle. 1l
en résulte que E;(K) est un pro-p-groupe.

THEOREME 2. — a) Le sous-groupe de torsion de E(K) est fini.

b) Le sous-groupe de torsion de B (K) est un groupe d'ordre une puissance de p. Cet
ordre est majoré par -y, oti € = u(p) est lindice de ramification de K sur Q,

L’assertion &) est une conséquence de b). Munissons m de la loi de groupe formel
déduite de la loi de groupe de E;(K). Tout sous-groupe fird G de m est dordre une
puissance p" de p, puisque m est un pro- p-groupe. Prouvons que l'ona p""1(p—1) < e.
Nous pouvons supposer n > 1. Soit p™ lVexposant de G ; comme G est isomorphe 3
Z{p™Zx G, avec G' annulé par p™ , ensemble S des éléments de G d'ordre exactement
p™ est de cardinal > (p™ — p™~1)Card(G") = p"~1(p — 1). La multiplication par p dans
le groupe formel m est donnée par z =+ [p](2), ol [p}{T) € R{[T]] est une série formelle
de la forme Tv(T), avec v(0) = p. Posons A(T) = (ve[p™"')(T). On a h(0} =p et
[p™(T) = ([p) o [p™)(T) = [p™~UT) A(T). Eerivons h(T) = T450exT*. Pour s €5,
ona [p™)(s) =0 et [pP™(s) £ 0, dott h{s) =0 et

h(T) = h(T) — h(s) = (T — $)u(T),
avee h(T) = gy, eh(T*"1 48T 14+, .45*~1) € R[(T]]. En itérant ce raisonnement, on

voit que A(T) est multiple de ],¢5(T — 5} dans RI[T]]. Mais alors h(0) = p est multiple
de [],cs 8 dans R, et l'on a e =v(p) 2 Card(S8) 2 p"~'(p - 1).

6.4. La courbe de Tate
Soit ¢ un élément non nul de m. Considérons la cubique projective Eg; sur K

d’équation affine
(2) P roy=1taz+as
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avec
oo
a4 = —520’3(11)(1"
n=l

0
Sa3(n) + Tos(n
w5=-3 al )12 s( )qn_

n=1

Ses invariants standard sont

calg)=1+2403  o3(n)g"

n=1l

calg) = —(1-504 Y as(n)g")
n=1

Alg)=qJJ(1-gm*

(g} = ¢~ + 744 + 196884g + . .. .

(Utilis;ar le fait que les relations analogues sont vraies pour ¢ € C* de valeur absolue
< |1} ; en déduire le fait que les relations & prouver sont des identités entre séries formelles
A coefficients dans Z, puis y subsituer g, ce qui est légitime puisque ¢ € m, ¢ £ 0.)
Comme A(g) # 0, E; est une courbe elliptique sur K. On a v(A) = v(g) > 0 et
v{cq) = 0. La courbe E; a donc réduction multiplicative. Cette réduction multiplicative
est déployée, car I'équation déduite de (2) par réduction modulo m est y? 4 zy =22, On
dit que E, est la courbe de Tute associée au paramdtre gq.

Inversement, soit E une courbe elliptique définie sur K dont la réduction est mul-
tiplicative déployée. On a v(j) < 0. Il existe un unique élément ¢ de m tel que
J = g~' + 744 + 196884g + .... La courbe elliptique E est donc isomorphe B, sur
K. Cest a priori une tordue quadratique de E par un élément d € K*/{(K*)?. Comme
cs(E) € cs(Bg)d?(K*)® et que —cs(E) et —cg(E;) sont des carrés (lorsque p = 2 parce
qu'ils sont congrus & 1 modulo 8), d en est un. Ainsi E est isomorphe & E; sur K.

On définit un homomorphisme enalytique ¢ de K*/g% dans Ei(K) per u

(=g, v),¥(g, u)) , o

g ng®
I(q’u) = E (]_ _qnu)2 _22 1—¢gn

. neZ n>0
. qﬂu nqﬂ
wow=-3 R
o =g el —gn
11

L'image réciproque par cet homomorphisme de la forme différentielle w = —2%_; est
du/u. Cela résulte comme précédemment des relation analogues dans le cas complexe. En
fait ¢ est un isomorphisme de groupes de Lie qui transforme R*g%/q% en (E )o(K) et
{1+ m)g%/q% en (Bg)1(K). En appliquant ce qui précéde aux extensions de degré fini de
K, on obtient un isomorphisme de groupes de K * /g% sur E (K), qui est analytique et
compatible & I'action de Gal(K/K).

6.5, Isogénies

Deux courbes elliptiques définies sur K et K-isogénes ont méme type de réduction
et méme nombre de points mod.m, car ces propriétés de E se lisent sur le Gal(K/K)-
module V¢(E) = li_r_rl_E;n(ﬁ) ®z Q pour tout nombre premier £ # p : en effet, E a bonne
réduction, réduction multiplicative ou réduction additive suivant que le plus grand espace
vectoriel quotient non ramifié H de V{E) est de dimension 2, 1 ou 0, et le nombre de
points de E modulo m est ¢+ 1—a, ol a est la trace de 'automorphisme de Frobenius
opérant dans H ; si E a réduction multiplicative, celle-ci est déployée ou non suivant que

a=1oua=-1.

Soient ¢ un élément de m, E; la courbe de Tate correspondante et C un sous-
groupe cyclique d’ordre n de E¢{K) = K* /g% . La courbe elliptique quotient E,/C ayant
réduction multiplicative déployée, elle est isomorphe 4 une courbe de Tate. Nous précisons
cela dans les deux cas particulier suivants :

8) Ona C € R*¢%/g%. Dans ce ces C = ung%/q%, et il existe une isogénie E, — Egn
de noyau C rendant commutatif le diagramme suivant :

K*/g? —— E.(K)

@ l - J

K*/g"? —— Eq(K)

ol les fleches horizontales sont les isomarphismes canoniques et la flache verticale de gauche
est déduite de u v u™ par passage au quotient.
b) On a CNR*g%/q% = {1}. Dans ce cas C posséde un générateur de la forme

¢'q% avec ¢'* = q, et il existe une isogénie E; —+ Ey de noyau C rendant commutatif le
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diagramme suivant :

Kx/qz —  Ei(K)

|

K*/¢* —— Eg(K)

ofl les flaches horizontales sont les isomorphismes canoniques et la fleche verticale de gauche
est déduite de 'identité de K* par passage au quotient.

Nous utiliserons ce qui précéde pour démontrer la proposition suivante.

PROPQSITION 1. — Soient E une courbe elliptique sur K & réduction multiplicative
déployée, P un point de torsion de E(K) et n > 1 un entier. Supposons que Pordre
de Vimage de P dans E(K)/Eo(K) soit multiple de n. Notons E' la courbe elliptique
E/ < nP > (qui est A réduction multiplicative déployée puisqu’elle est isogéne 4 E), et
P’ l'image canonigque de P dans E' (qui est un point d'ordre n de E'(K)). L'image de
P’ dans E'(K)/E,(K) est d’ordre n.

La courbe elliptique E est isomorphe & une courbe de Tate E, . [V’aprés le diagramme
(3), I'ordre de l'image de P dans E(K)/Eq(K) ne change pas lorsqu’on remplace E par
E/C, o C est un sous-groupe fini de Eo(K). Scit m cet ordre. En remplagant E par
E/ < mP >, on se raméne au cas oll -‘m est aussi Pordre de P. I existe alors d’aprés (4)

un diagramme commutatif

K*/¢? —%— E(XK)

L

’

K*/¢* —— FE(K)

tel que:

13

— u, et v solent des isomorphismes qui transforment respectivement R*¢q%/q% en
Eo(K) et R*¢'*/¢'” en E{(K) ;

— le groupe < P > soit engendré par u{gg%), oli g1 est une racine m-idme de g,
et l'ona g =gf;

— la fleche verticale de gauche se déduise de Pidentité de K* par passage au quotient
et celle de droite soit la surjection canonique.

La proposition en résulte.

7. Courbes elliptiques sur les corps de nombres

Soient K un corps de nombres, i.e. une extension de degré fini de Q, et E une courbe
elliptique définie sur K. Le théorgme de Mordell-Weil affirme que le groupe E(K) des
poiuts rationnels de E est de type fini. Autrement dit le sous-groupe de torsion E{K)iorn
de E(K) est fini et B(K)}/E(K)iors est un Z-module libre de rang fini r.

Dans cette série d’exposés, nous ne nous intéresserons qu'au groupe E(K)iq, . Point
n'est besoin pour démontrer sa finitude d’utiliser le théoréme de Mordell-Weil : il suffit
de choisir une place finie v de K, de remarquer que I'on & E(f{)m,, C E(Ky)iors et que
E(Ky)tors st fini d'aprés le th. 2, a).
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§ 2. TORSION DES COURBES ELLIPTIQUES SUR LES CORPS DE NOMBRES

REDUCTION AU CAS CRITIQUE

Dans ce paragraphe, K désigne un corps de nombres et d son degré sur Q. Nous
allons montrer que, pour majorer le nombre de points de torsion rationnels des courbes
elliptiques définies sur K, il suffit de considérer un nombre premier { auxilliaire et de

majorer P'ordre des points de torsion critiques en ¢ au sens suivant :

DEFINITION 1. — Nous dirons qu'un }aaint P d'une courbe elliptique E définie sur K est
critique en £ si

(i) le point P est d’ordre fini N ;

(ii) en chague place v de K de caractéristique résiduelle £, E a réduction multiplica-
tive déployée et imnge de P dans E(K,)/Eo(K,) est d'ordre ezactement N,

1. Nombres premiers divisant ’ordre de la torsion des courbes elliptiques
déﬂnie‘s sur K ; réduction au cas critique

Soit ¢ un nombre premier. Natons P¢(K) la borne supérieure des nombres premiers
qui sont 'ordre d’un point critique en £ d'une courbe elliptique définie sur K. Nous
verrons ultérieurement que P¢(K) est fini. La proposition suivante permet d’en déduire une
majoration des nombres premiers qui divisent l'crdre de la torsion d’une courbe elliptique

définie sur K.

PROPOSITION 1, — Soit E une courbe elliptique définie sur XK. Tout nombre premier qui
divise [E(K)iors| est majoré par sup{(£2/2 + 1), Py(K)).

Solent en effet p un tel nombre premier et P un point d'ordre p de E(K). Si P est
eritique en £, ona p < Pp{K). Si P n'est pas critique en ¢, il existe une place v de K de
caractéristique résiduelle £ en laquelle E a bonne réduction, réduction multiplicative non
déployéee ou réduction additive, ou en laquelle E a réduction multiplicative déployée et P
appartient & Eq{K,) . Dans chacun de ces quatre cas, I'image de P dans E{K,}/Eq(K,) est
d'ordre <4.Onaalors p<4 si P n'appartient pas & Eg(Ky), p < [Bo(Ko) : E1(K,)}E <
{€4/2+1)* si P appartient & Eq(K,) mais pas & E1(K,), p= £ si P appartient & E;(K,)
(§ 1, n®6.3). Cela prouve la proposition.

Remarque. — La méthode initiée par Mazur, généralisée par Kamienny puis Merel pour
majorer Py(K) pose des probleémes techmiques lorsque £ = 2. C’est pourquoi nous pren-

drons ultérieurement £ = 3. Nous démontrerons que 'on a P3(K} £ (3%/2 +1)2. Il en

1

résultera que, si E une courbe elliptique définie sur K, tout nombre premier qui divise
|E{K)eors| est majoré par (3%/2 4 1)2.

2. Ordre de la torsion des courbes elliptiquesr définies sur X ; réduction au cas
critique

Notons N3(K) la borne supérieure des ordres des points critiques en 3 des courbes
elliptiques définies sur K. Nous verrons ultérieurement que N3(K} est fini. La proposition
suivante permet d’en déduire une majoration de I'ordre de la torsion d'une courbe elliptique
définie sur K.

PROPOSITION 2. — Soit E une courbe elliptigue définie sur XK. L'ordre de B(K)ior est
majoré par {39 — 1)N3(K). :

Notons V l'ensemble des places de K de caractéristique résiduelle 3. Commengons par
remarguer que 'on a N3(K) > 6. En effet, la courbe elliptique d’équation y2+xy+63y = z3
a en chaque place v € V réduction multiplicative déployée. Ses points (0,0) et (—9,—27)
sont respectivement d’ordre 3 et 2, et se réduisent mod.v en le point singulier; leur
somme est donc un point d’ordre 6 de E, critique en 3.

Supposons d’abord qu'il existe une place v € V en laquelle E a bonne réduction
(resp. réduction multiplicative non déployée ; resp. réduction additive), Notons e, l'indice
de ramification , f, le degré résiduel et d, = e,f, le degré de K, sur Qi. L'indice
[E(K,) : Eo{K,)] est égal & 1 (resp. < 2;resp. < 4) et V'indice [Eg(Ky) : Ey(K,)] est
majoré par {3/+/2..1)? (resp‘. égala 3/v+1 ;resp. égal & 3/v ). On en déduit la majoration
[E(K,) : E1{Ky}] < 4.3+ . Par ailleurs E; (K, Jiors €t un groupe fini dont l'ordre est majoré
par (%] (§ 1, n°6, th. 2), et 'on a [%=] < 3%~1 < 3(%—1fv 11 en résulte que 'on a
[B(K)eors] S [E(Kydears| < 4.3%8 = 4.3% <437 < 6(39 ~ 1) < (3¢ — 1)N3{K).

Traitons maintenant le cas oit E a réduction multiplicative déployée en chaque place
v € V. Ecrivons I, G(p} la décomposition du groupe E{K),or en ses facteurs primaires
et, pour v € V, [, myy celle de I'entier |Eo(Ky)tors| - Nous allons démontrer que, pour
chaque nombre premier p, il existe un point Q, de G(p) et un entier ng tels que:

~— pour tout v € V, I'image de Qp dans E(K,)/Eq(K,) soit d'ordre multiple de n,, ;

—on ait [G{p)| < np ] ey Mop-

Admettons I'existence de tels points. L’image du point Q = (Qp) de E(K)iors dans
E(Ky)/Eo(Ky) est alors d'ordre multiple de N = [[n, pour toute place v € V. Par suite
I'image de Q dans E/ < NQ > est un point d'ordre N critique en 3 (§ I, n°6, prop. 1),
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et 'on & N < N3(K). On en déduit que I'on a

[E(K)orl = [T1GEN < T15 T muip) = N T IBo(Kodrorsl < Na(K} ] Bo(Ko)tors|-
P P vEY vev veV
Mais d'aprésle § 1, n°6.3, on a [Eo(Ky Jors| € (37 —1)[22] < (3/v —1)3(ee—1f0 < 3dv 1.
Comme ¥, .y dv =d,ona [[,.y(3% —1) €39 -1 et la prop. 2 en résulte.

Fixons maintenant p et démontrons I'existence de Q, . Choisissons une place ve V
l'image de G{p) dans E(K,)/Eg(K,) est un groupe cyclique. Soient n son ordre et
Q; € G{p} un antécédent d’'un de ses générateurs. On a |G(p)| £ nm,,. Distinguons
deux cas :

a) En chaque autre v’ € V, I'image de Q, dans E(K,.)/E¢(K,') est d’ordre multiple
de n. Nous avens alors terminé en prenant n, = n.

b} Il existe une place v/ € V pour laquelle 'image de Q, dans E(K,}/Eq(K,) est
d'ordre n' < n. Choisissons-en une pour laquelle n’ est minimal. Elle est nécessairement
distincte de v. Ona n <| < Qp > | € n'my p, dolt |G(p)| € n'my pmyp, et 'on peut

— ot
prendre np =n'.

Remargue. — On démontre de manitre analogue que l'on a |E(K)iou] < (2 — 1)N(K)
pour tout nombre premier £ # 2, et [E(K)wors] < 4(27 — 1)N3(K).

La méthode de Merel, généralisée par Parent, ne permet pour l'instant que de majorer
la partie premitre & 3 de N3(K). Pour tenir compte de la partie 3-primaire de la torsion,
on utilise les réductions de la courbe en caractéristique 5. La prop. 3 est une variante
technique de la prop. 2 qui résume cela.

ProPOSITION 3. — Notons N3(K) la partie premiére ¢ 3 de Na(K}, et Nga)(K) la plus
grande puissance de 3 qui est l'ordre d'un ﬁoint critiqgue en 5 d’une courbe elliptique

définie sur K. Pour toute courbe elliptique E définie sur K, on a alors
3d, . .
{E(K)eors} < sup((5%2 + 1), (3% — DI IN (KNG ().

Scit E une courbe elliptique définie sur K. 8’il existe une place de K de carac-
téristique résiduelle 3 en laquelle E n’a pas réduction multiplicative déployée, la démons-
tration de la prop. 2 montre que |E(K)ion| < 6(39—1). Comme N3(K) > 2 et Nga)(K) >3,
cela prouve la prop. 3.

Supposons désormais que E ait réduction multiplicative déployée en chaque place de
K de caractéristique résiduelle 3. La démonstration de la prop. 2 montre qu’il existe alors

3

une courbe elliptique E’, définie sur K et isogéne & E sur K, un entier n > 1 et un
point P d'ordre n de E’ critique en 3, tels que |E{K)yore| < n(32 = 1). 8i E' a bonne
réduction en une place v de K de caractéristique résiduelle 5, il en est de méme de E et
I'on a alors

Bew

5 ] < (5fv/2 + 1)25fv(=v-1)/2 < (5cv!v/3 +1)2 < (5'1/2 + 1)2

[E(K)tora| < (51"/2 + 1)2[

d'aprés le § 1, n°6.3.

Supposons donc que E’ n'a bonne réduction en aucune place v de K de carac-
téristique résiduetle 5. Majorons la partie premiére & 3 de n par N3(K) et démontrons
que sa partie 3-primaire 3™ est majorée par [%“]N?}(K), ¢e qui terminera la démons-
tration. Distinguons trois cas : .

a) E' a réduction additive en une place de K de caractéristique résiduelle 5. On &
alors m <1, dolt 3™ < Ng”(K). :

b) E' a réduction multiplicative non déployée en une place v de K de caractéristique
résiduelle 5. Dans ce cas 3™ divise 59 + 1. Il en résulte, si m > 1, que l'on a d, =
3m~1 mod. (2.3™~1) . On a donc 3™ < 3d, < 3d < dNSV(K).

¢) E' a réduction multiplicative déployée en toute place de K de caractéristique
résiduelle 5. Choisissons-en une v pour laquelle l'image de P dans E/(K,)/Ej(K,) est
d'ordre minimal ; notons 3" cet ordre. L’imﬁge de P dans E’/ < 3"P > est un point
d'ordre 3" critique en 5 (§ 1, n°6, prop. 1); ona donc 3" < N?)(K). Par ailleurs 3°P
appartient & Ej(K,), donc 3™~" divise 5% — 1. Cela implique que d, est multiple de
23! si m>r. On adone 3™ < {3] < [3]. Cela termine la démonstration.



§ 3. LA COURBE MODULAIRE Xo(N)

1. Les surfaces de Riemann Yo(N) et Xo(N)
Le groupe SL;(Z) opére contininent et proprement par

a b ar+b
O ((c d)'T)chd
sur le demi-plan de Poincaré 55 = {r € C | Imr > 0}. Les mémes formules permettent
de prolonger cette opération & § = % U P1{Q). L'opération de SLy(Z) dans P,(Q) est
transitive. On munit 3 de I'unique topologie invariante par SL2(Z) pour laquelle $H est

ouvert et pour laquelle les ensembles {r € C | Im7 > A} U {0} forment un systéme

fondamental de voisinages de co. L’opération de SLy(Z) dans 3 est alors continue.

Soit N un entier > 1. On note I'g{N) P’ensemble des matrices ': 3 & SLy{Z)

telles que N divise c ; c’est un sous-groupe d'indice fini de SLy(Z). Il existe sur I'ensemble
Yo(N} = Lo(N)\$H une unique structure de surface de Riemann pour laquelle la surjection
canonique 55 — Yo(N} est holomorphe : sa topologie est la topologie quotient de celle de
53, et toute application analytique de $ dans une variété analytique complexe V qui est
invariante par I'g(N) définit par passage au quotient une application analytique de Yo(N)
dans V.

1l existe sur I'ensemble Xo(N) = [q(N)\$ une unique structure de surface de Riemann
dont la topologie est quotient de celle 5 et qui induit sur Yo (N} la structure de surface
de Riemann décrite & I'alinéa précédent. Toute application continue de Xq{N} dans une
variété analytique complexe V qui est analytique sur Yg(IN) est analytique.

La surface de Riemann X;(N} est compacte et connexe. Le complémentaire de 'ouvert
Yo(N), égal & [o(N)\P1{Q), est un ensemble fini dont les &léments s’appellent les pointes
de Xg(N). Les deux pointes ['o{N)0 et ['y{N)oo joueront un rdle important dans la suite;
on les note par abus simplement 0 et cc. Elles sont distinctes dés que N#1.

L’application canonique $ U {co} — Xg(N} est composée de 'application 7+ ¢ =
e?™7 de $HU{co} sur le disque unité ouvert D de centre 0 et d’une application holomorphe
h de D dans Xo(N) qui envoie 0 sur la pointe co. Cette application est injective au
voisinage de 0 (en fait sur le disque ouvert de centre 0 et rayon e=?"). Cela permet de
considérer g comme une uniformisante locale au voisinage de la pointe oo : toute fonction

méromorphe au voisinage de cette pointe posséde un développement de Laurent en g.

1

L'involution 7 — —1/Nt de $H définit par passage au quotient une involution
holomorphe wy de Xo(N), appelée Uinvolution d’Atkin-Lehner. Elle stabilise Yp(N) et
I'ensemble des pointes. Elle échange les pointes 0 et oo.

Si M et d sont des entiers tels que dM divise N, I'application T +— dr définit par
passage au quotient une application holomorphe By : Xo{N) — Xo(M) qui envoie Yo(N)
sur Yo{M) et les pointes de Xo(N) sur celles de Xo(M) ; elle envoie 0 sur 0 et oo sur

oo, Les applications By sont appelées applications de dégénérescence.

2. Propriétés modulaires de Yo(N)

Tout couple (E, C), oll E est une courbe elliptique définie sur C et C un sous-groupe
cyclique d'ordre N de E est isomorphe & un couple de la forme (C/(Z + Z7), (ﬁ)) , ol
TESH et ol (ﬁ) désigne le sous-groupe engendré par la classe de modulo Z + Z7. De
plus, deux couples (C/{Z+Z7), (%)) et (C/{Z+Z7'),{§)) sont isomorphes si et seulement
sl ™ € To(N)7. il en résulte que Yo(N) paramitre 'ensemble des classes d’isomorphisme
de courbes elliptiques sur C munies d’un sous-groupe cyclique d'ordre N.

L'involution d’Atkin-Lehner wy de Yo(N) transforme la classe de (E, C) en celle de
(E/C,En/C) (ol Ey désigne le groupe des points de N-torsion de E).

Si dM divise N, lapplication Bg : Yo(N} -+ Yo(M) transforme la classe de (E,C)
en celle de (E/Cy4,Cam/Ca), ot Cyq {resp. Cunm) désigne le sous-groupe de G d'ordre d
(resp. dM).

3. Formes différentielles sur X,y(N}
Une fonction holomorphe f : 5 — C est appelée une forme modulaire parabolique

de poids 2 pour To(N) si elle satisfait les deux conditions suivantes :

a)ona f(2t4) = (cr +d)*f(r) pour T€H et (2 3) € To(N) ;

b) quel que soit (Z 2) € SL.(Z), la fonction (cr + d)"zf(ﬁ'gb) tend vers 0

lorsque 7 € 5 tend vers co dans 5.
On note 5;({I (N)) 'espace vectoriel des formes modulaires paraboliques de poids 2 pour
To(N).

Soit w une forme différentielle sur Xo(N). Ecrivons 2mif(7)dr son imege réci-
proque sur 53. Une étude locale au voisinage des pointes et des points de ramification

de 5 — Xo(N) montre que w r f est un isomorphisme de ’espace vectoriel des formes
différentielles holomophes sur Xo(N) sur I'espace vectoriel Sz(I'o{N)}. Si Enwanq"%‘i

est le développement au voisinage de 0o de w,ona f(r) =3, ., a,*™™" pour T € 5.
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La forme modulaire qui correspond par I'isomorphisme précédent & wy{w) est N%:g f (ﬁ-}) 3
on la note Wy f.

Solent d et M des entiers > 1 tels que dM | N. 5i w est une forme différentielle sur
Xo(M) et f € Sz(I'o(M))}, la forme modulaire associée & la forme différentielle Bj{w) sur
Xo(N). est 7+ df{d7) ; on la note Byf.

4. Opérateurs de Hecke

Soit p un nombre premier. L'application holomerphe
) {Bp, B1) : Xo(Np) — Xo(N} x Xo(N)

est une application de degré 1 de Xp(Np) sur un diviseur irréductible de Xo(N} x Xp(N}.
La correspondance associée & ce diviseur, notée Tp, définit un endomorphisme (encore
noté T, ) du groupe des diviseurs de Xo{N) : & D € Div(Xo(N)) H associe By(B;*(D)).
Cet endomorphisme est donné par les formules

p=1
(r) o Z(T:") + @) sip N,
k=0

{3}

-1
() - S (CEE) dp|N,
=0 7

otl, pour T € 93, {T) désigne le diviseur de X(IN) formé par le point I'g(IN}+. L'interpré-
tation modulaire est la suivante : & (E,C), ot E est une courbe elliptique sur C et C
un sous-groupe cyclique d'ordre N de E, Tj associe 3. (E/C/,(C+ C')/C'), ou C'
parcourt 'ensemble des sous-groupes cycliques d'ordre p de E dont l'intersection avec C
est réduite & 0 (condition qui est automatiquement satisfaite si p JN).

La correspondance T, définit aussi un endomorphisme de l'espace vectoriel des
formes différentielles holomorphes sur Xo{N) (& savoir (Bp). o (B1)"), et par transport
de structure un endomorphisme de l'espace vectoriel S (FO(N)) des formes modulaires
paraboliques de poids 2 pour I'y(N}. Cet endomorphisme est appelé l‘opén_r‘ateur de Hecke
d'indice p et encore noté Tp. Pour f=73" . ang" € Sa(To(N}) (avee g =e?%iT), ona

Tpf = Z apnqn + PZ%Q’“ sip fN,

.n>l n>l

Tpf = Z Gpnq" sip|N.

n21

(4)

On appelle algtbre de Hecke pour T'p(N) et on note T{N) {ou simplement T
lorsque cela ne préte pas & confusion) le sous-anneau de I'anneaun des endomorphismes
de 5 (PD(N)) engendré par les opérateurs de Hecke T,. L’anneau T est commutatif et
sans torsion sur Z ; nous démontrerons ultérieurement qu'il est libre de rang fini sur Z.
On définit des opérateurs de Hecke T,, € T pour tous les indices entiers n > 1 ; ils sont
caractérisés par les relations suivantes :

T, =1
Tam = TnoTm sl 1 est premier a m,
®) Tpr = TpoTpr—1 == pTpe-a pour p premier, p N et r > 2.
Tpr = (Tp)" ) " pour p premier, p | N et r > 1.

Ces relations équivalent & I'égalité formelle suivante entre séries de Dirichlet

- .
(6) S Tan~t = [J(1 =T + %) [J(1 - Top™) .
n=1 piN pIN .
La famille {(Ty)a»1 engendre T en tant que Z-module. On a, pour tout élément
f = ms1am(f)g™ de S2(To(N)) et tout entier n2 1,

(7) Taf= 3. dY dama(fe®™,

din m2>1
pgcs(d,Nym1

ce qui s’écrit aussi

8) an(Tnf) = D  dtamalf).
dipged{m,n}
pged(d,Njm1

En particulier :
PROPOSITION 1. — On a a1(Tnf) = aa(f) pour tout f € S2(To(N)) et fout n > 1.

5. La courbe modulaire Xy(N}, vue comme courbe algébrique sur C

Puisque Xp{N) est une surface de Riemann compacte et connexe, son corps de fonc-
tions méromorphes est, d'aprés un théoréme de Riemann, une extension de type fini et de
degré de transcendance 1 de C, et Xg(N) posséde une structure de courbe algébrique
projective non singulidre sur C, déterminée de fagon unique par les propriétés suivantes :
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(i) ses fonctions rationnelles sont les fonctions méromorphes sur Xo(N) ;

{i1) les fonctions régulitres sur un ouvert de Zariski {i.e. sur le complémentaire d’une
partie finie) de Xp(N} sont les fonctions méromorphes sur Xo(N) holomorphes sur cet
ouvert,

Les involutions d'Atkin-Lehner, les morphismes de dégénérescence et les correspon-
dances de Hecke sont alors algébriques. Les formes différenticlles régulitres sur la courbe

algébrique Xo(N) sont les formes différentielles holomorphes sur Xo(N).

La fonction 7 j(r} = 7(C/Z + 27) de $ dans C définit par passage au quo-
tient une fonction méromorphe, encore notée j, de Xq{1) dans C. Cette fonction est
holomorphe sur Ya{l} et posstde en la pointe oo (qui est 'unique pointe de Xo{1)) un
pdle simple, puisque son développement en cette pointe est de la forme % +T4d4 +....
11 en résulte que la courbe algébrique Xy(1) est de genre 0, que son corps de fonctions
rationnelles est C(7), et que P'anneau des fonctions régulitres sur Yo(1) est C[j].

Notons J et jn les fonctions méromorphes joB; et jeo By sur Xo(N), oly By :
Xo(N) — Xo(1} et By : Xo(N)} — Xo(1) sont les applications de dégénérescence ; eiles se
déduisent de T j(7) et 73 j(Nr) par passage su quotient, et 'on a jn = § 0wy, olt
wy est 'involution d'Atkin Lehner.

PROPOSITION 2. — a} Le corps des fonctions rationnelles de Xo(N) est C(j,in) .
b) La fonction ji est de degré (N} = NHPlN(1+%) sur C(j) et est entidre sur Cfj].
c) Les fonctions régulieres sur Yo(N) sont les fonctions f € C(4,4n) qui sont entidres
sur C[f] (ou ce qui revient au méme sur C[f, in]).

3 € SL3{Z) associe le point de P,(Z/NZ} de coordonnées

homogénes (¢, d) mod, N définit par passage au quotient une bijection de To(N)/SLz(2)
sur P1(Z/NZ). Le degré de I'application B, : Xo(N) — Xo(1) est V'indice de I'p(N) dans
SLa(Z) ; il est donc égal au cardinal de P1{Z/NZ), c'est-a-dire & y(N). Le corps des
fonctions rationnelles {= méromorphes) sur Xo(N) est par suite une extension de degré
¥(N) de C(j}, et puisque Yo(N} = BJ'(Yp(1)), une fonction rationnelle sur Xo(N) est
régulidre (= holomorphe) sur Yo(N) si et seulement si elle est entitre sur C[j]. Clest en

L'application qui & (z

particulier le cas de ju (car 7w+ j(N7) est homomorphe sur $ ).
Il ne nous reste plus qu’d prouver que jy est de degré ¥(N) sur C(7); il nous
suffit pour cela de de démontrer qu’il existe au moins un point P de Yo(1) dont l'image

réciproque par B, est formée de 1¥{(N) points en lesquels la fonction jy prend des valeurs
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distinctes. Or si 'on prend powr P un point correspondant & la classe d'isomorphisme
d’'une courbe elliptique E, les points de By!(P), répétés un nombre de fois égal b leurs
multiplicités, correspondent aux classes d'isomorphisme des %(N) couples (E,C) ot C
est un sous-groupe cyclique d'ordre N de E ; leurs images par jy, égales aux invariants
modulaires j{E/C), sont distinctes dés que E n'est pas & multiplications complexes.

D'aprés la prop. 2, le polyndme minimal de jy sur C(j) est de la forme dn(X, 1),
ol &y € C[X,Y] est un polynéme en deux variables, unitaire et de degré Y(N) en X.
En tant que polyndme en deux variables, $ est irréductible, L'équation Sn{z,y) =0
est I'équation d'une courbe algébrique irréductible Y (éventuellement singuliére) du plan
affine C?, Papplication (j,jn) de Yo{N) dans Y est un morphisme de degré un, et
Yo(N) est la normalisée de Y. Les points de Yo(N) au-dessus des points singuliers de Y
proviennent de courbes elliptiques & multiplications complexes, d’aprés la démonstration
de la prop. 2. (En fait, pour que la classe d'isomorphisme d'un couple (E,C) corresponde
a un point de Yo(N) au-dessus d'un point singulier de Y, il faut et il suffit que E posséde
une isogénie 4 de degré N?, non multiple de N, dont le noyau ‘contient C)

Remargue. — Solent E, E' des courbes elliptiques sur C. Les ¥(N) racines de 1’équation
&N (X, #(E)) = 0 sont les j{E/C), ol C parcourt I'ensemble des sous-groupes cyeliques
d'ordre N de E. Par suite, on a $n(5(E"), j {E)} = 0 si et seulement s'il existe une isogénie
de E dans E’ dont le noyau est cyclique d'ordre N.

PROPOSITION 3. — Le polyndme ®n{X,Y) est & coefficients dans Z, etl'ona In(X,Y) =
Bn(Y,X).

Les sous-groupes cycliques d'ordre N de C/(Z + Z7) sont les sous-groupes de la
forme (5‘—'1#), ol a est un diviseur positif de N, et olt b parcourt un systime de
représentants modulo d = N/a des entiers tels que pged(a,b) = 1. Pour a, &, d ainsi
choisis, la courbe elliptique C/(Z+2r+Z25E?) est isomorphe & C/(Za+Zar+2oTH) =
C/(Zo+ Zb + Z242) = C/(Z + Z25t2) . Tl en résulte que I'on a

en(X,i(") =] (x _J-(G'r;- b)) ,
ol {a,b,d) décrit 'ensemble des triplets d'entiers tels que ad =N, a2 1, 0<b<d—1,
pged{a, b, d) = 1. Nous savons déja que les fonctions symétriques élémentaires o, (7) des
F(25ft), pour 1 <# < ¢(N), sont des polyndmes en j(). On a dans H

j(a‘r;-b

) = bo4 + 144 + 196884¢8g /4 1 ..
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olt {4 = e¥i/d et gl/d = ¥7it/d, (es développements ont pour coefficients des en-
tiers algébriques et sont permutés par Gal{Q/Q). Il en résulte que les oy(r) ont des
développements en g & coefficients dans Z et par suite sont des polyndmes & coefficients
dans Z de j(r). La premitre assertion en résulte.

Comme jy = jowy et j = jyewn, one P(N) =N+1, &(jjn) = 0.1l en
résulte que (Y, X) est un multiple de ®(X,Y). Il est alors nécessairement de la forme
a®(X,Y), avec a® = 1. Si l'on avait @ = —1, on aurait $(j(E),j(E)} = 0 pour toute
courbe elliptique E sur C, ce qui impliquerait que E posséde un endomorphisme dont le
noyau est eyclique d’ordre N. Or tel n'est pas le ces lorsque E n'a pas de multiplications
complexes. Onadonc a=1.

Remargues. — 1) Pour p premier,ona ,(X,Y) = XP*1—a (Y)XP+.. + (-1}t lay,1(Y),
avec a; unitaire de degré p, deg(s;) € p pour 2 €{ < p et deg{ep1} =p+1.1len
résulte que —&,(X,X) est un polyndme unitaire de degré 2p.

2).8i E est une courbe elliptique & multiplications complexes, elle posséde un en-
domorphisme de degré premier, done j{E} est racine d'un polyndme €,(X,X), avec p
premier ; il en résulte que j(E) est un entier algébrique.

6. La courbe modulaire Xg(N}, vue comme courbe algébrique sur Q

Comme les développements de Laurent en ¢ de j et jn sont & coefficients rationnels,
les sous-corps C et Q(j, jn) de C(j, jn) sont linéairement disjoints sur Q ; leur extension
composée est C(7, 7n). 1 en résulte que la courbe algébriciue Xo(N) posséde un modéle sur
Q, dont le corps de fonctions rationnelles est Q(F, jn). L’ensemble des pointes est stable
par Aut(C), car c’est l’ensemble des pdles de j. La courbe Yo(N) est un ouvert affine
de Xo(N) défini sur Q, et son anneau de fonctions régulidres est la fermeture intégrale de
Q}j] (ou de Q{j, jn], cela revient au méme) dans Q(J,jn). La pointe co est rationnelle
sur Q , car c'est 'unique pointe en laquelle la fonction jn/7% est non nulle. (Elle y prend
la valeur 1). L'involution d'Atkin-Lehner wy de Xo(N) est rationnelle sur Q, puisqu’elle
échange 7 et jy. La pointe 0 = wy{oo) est donc rationnelle sur Q.

La fonction rationnelle 1/ est une uniformisante locale, définie sur Q, en la pointe
00 . Le complété de V'anneau local de Xo(N) en oo g'identifie donc & Q{[%]], ou encore a
Q[lg]]. L'espace cotengent & Xo(N) en co (qui est égal & m/m?, olt m est I'idéal maximal
de 'anneau local de Xo(N) en oo, ou encore & #i/M?, ol M est I'idéal maximal de Qffq]])
posséde une base canonique que l'on note dg (c'est la classe de ¢ modulo #M?). La base

duale sur Pespace tangent & Xo{N) en co se note % .
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Soit f € C(4,7n) une fonction rationnelle sur Xo{N) définie sur C, et soit 3 ang®
son développement de Laurent en oco. Si ¢ € Aut(C), le développement de Laurent de
o(f) est T o{a,)g™. Par suite, pour que f soit rationnelle sur un sous-corps K de C, il
faut et il suffit que son développement & l'infini soit & coefficients dans K. On en déduit
que les applications de dégénérescence, et par suite les correspondances de Hecke, sont
rationnelles sur Q.

Soient E une courbe elliptique définie sur un sous-corps K de C et C un sous-groupe
cyclique d'ordre N de E stable par Gal(K/K). Le point P de Xo{N) correspondant
& la classe d'isomorphisme sur C de (E,C) est rationnel sur K : ce fait n'est pas
immeédiat, mais lorsque E n’est pas & multiplication complexe, il résulte du fait que j(E) et
4n(E, C) = j(E/C) appartiennent & K. Cela nous suffira, puisque nous n’aurcns & utiliser
ce résultat que lorsque K est un corps de nombres et que E & réduction multiplicative en
au moins une place de K {auquel cas j(E) n'est pas entier et E n’est pas & multiplications
complexes sur K). '

Pour qu'une forme différentielle sur Xy(N) définie sur C soit rationnelle sur un sous-
corps K de C, il faut et il suffit que son développement & l'infini }:anq"%‘l soit & coef-
ficients rationnels. Il en résulte que le Q-espace vectoriel 83{T'o(N))q des formes modu-
laires paraboliques de poids 2 pour [g(N) & coefficients rationnels est une Q-structure
sur S3(To(N)) : on a 83(['o(N)), @ C =52 {To{N)) . L'espace vectoriel 5; (I‘u(N))Q est
stable par T.

PROPOSITION 4. — L'application C -lindaire T ®z C — End(S2(To(N))) qui prolonge
V'injection canonigue T — End(S2(To(N))) est injective. _

Par construction Papplication T — End(S; (I‘O(N))Q) est injective. Il en résulte que
Papplication T ®z Q — End(S2{To(N)) Q) qui la prolonge est injective. La prop. 4 s'en
déduit par extension des scalaires & C.

PRoOPOSITION 5. — Pour f € S3(To(N)), notons «(f} : T — C lapplication Z -linéaire
T +— a(Tf). Llapplication ¢ : S3(To(N)) — Homgz(T,C) est un isomorphisme de
C -espaces vectoriels et de T -modules. Elle transforme Sy (PO(N))Q en Homz(T, Q).

1l est clair que l'application ¢ est C-linéaire et T-linéaire. Comme Homz(T,C)
s'identifie & Homg(T ®z C,C), i.e. au dual de l'espace vectoriel T ®z C, il s'agit de

démontrer que ’accouplement

3, (Fo(N)) x{T®zC)—C
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défini par < f,T >= a)(Tf) est non dégénéré. Or si f € S{To(N)) appartient & son
noyeu gauche, on a an(f} = a1(Tnf) =< §, T, >=0 pour tout n > 1, d'ed f = 0. Si
T € T ®z C appartient & son noyau droit, on a pour tout f € 53 (FO(N)} et tout n > 1

an(Tf} = a1(TaTf) = a1 (TTnf) =< Tuf, T >=0

parce que l'anneau T est commutatif. On a donc Tf =0 pour tout f € S, (I‘O(N)) , d'olt
T =0 d'aprds la prop. 4.

§ 4. JACOBIENNE ET HOMOLOGIE SINGULIERE
DE LA COURBE MODULAIRE X (N)

1. Groupes d’homologie singulitre d’un espace topelogique

Rappelons brigvement Ja difinition des groupes d’homologie singulitre (& coefficients
dans 2} d'un espace topologique X. Pour tout entier n > 0, notons A, I’enveloppe
convexe des vecteurs de la base canonique (eg,ei,...,e,) de R™1; c'est un simplexe
euclidien de dimension n. On note C,(X,Z) le Z-module libre construit sur Iensemble
des fonctions continues de A, dans X, Ses éléments s’appellent les chafnes singulidres de
dimension n de X.

Pour 0 < i < n, notons o; : A,_; — A, l'application affine qui envoie les som-
mets (eg,€1,...,60-1) de Apy sur les sommets (eg,e,...,80_1,€i41,...,8,) de A,.
L'application Z-lindaire dn : Co(X,2Z) — Cno1(X,Z) qui applique un élément ¢ de
C(An,X) sur 37 (=1)ice a; s’appelle 'application bord. On pose Z,(X,Z) = Kerd, et
Bn(X,Z) = Imdpyy . Les éléments de Z,(X,Z) s'appellent cycles singuliers de dimen-
sion n et ceux de Bn(X,Z) bords singuliers de dimension n. On a dy, o dnyy = 0, d'oil
Bn(X,Z) C Zn{X,2). Le groupe quotient Hn(X,Z) = Zn(X,Z)/Bn(X,Z) s'appelle le
n-itme groupe d’homologie singulidre de X et ses éléments les classes d’homologie sin-
gulitre de dimension n (& coefficients dans Z) de X.

Soient X’ un second espace topologique et u : X — X' une application continue.
Les applications ¢ = uoc de C(A,,X) dans C(A,,X') s'étendent en des applications
Z-lindaires Cpr(X,Z) — Cn (X', Z) qui commutent aux applications d,,, donc stabilisent
cycles et bords, et définissent des homorphismes Hy(u) : Ho(X, 2} — Ho (X', Z).

Le groupe Ho(X,Z) est canoniquement isomorphe an Z-module libre construit sur
'ensemble des composantes connexes par arcs de X. Lorsque X est connexe par arcs, le
groupe H(X,Z) est canoniquement isomorphe & m;(X)*®, ol m1(X) désigne le groupe
fondamental de X en un point. (Point n'est besoin de spécifier le point-base : si z et y sont
deux points de X, tout chemin continu reliant z & y définit un isomorphisme de m (X, z)
sur m(X,y), et Iisomorphisme (X, z)*® — m1(X,1)*® qui s’en déduit par passage au
quotient ne dépend pas du chemin choisi.} L'isomorphisme canonique m (X)** — H, (X,2)
fait correspondre & la classe dans »1{X)*® d'un lacet continu ¢ : [0, 1] — X la classe
d’homologie singulidre de co ¢, ot ¢: Ay — [0,1] est I'application affine qui envoie ey sur
Gete surl.



2, Premier groupe d'homologie singuliére d’une surface de Riemann compacte

Le premier groupe d’homologie singulitre H,(X,Z) d’une surface de Riemann com-
pacte et connexe noen vide X de genre g est un Z-module libre de rang 2g. L'espace
tangent en un point  de X étant un espace vectoriel de dimension 1 sur C, il posséde
une orientation canonique ; cela permet de définir le nombre d’intersection d'un couple de
germes de chemins de classe C! qu‘i se coupent transversalement en £ comme étant égale
a4 1 ou -1 suivant que leurs vecteurs tangents en = forment une base directe ou indirecte

de Pespace tangent & X en z. Il existe une unique forme bilinéaire (2,8) —a-b
(1) Hi(X,Z) x Hi(X,Z) — Z,

appelée le produit d'intersection telle que, si ¢; et c; sont deux lacets de classe C' dans
X qui se ct;upenh transversalement en un nombre fini de points et ey}, [¢cz] leurs classes
d’homologie, [c1].]ez] soit la somme des nombres d’intersection de ¢; et ¢z. Le produit
d'intersection est une forme alternée non dégénérée.

Soient X’ une seconde surface de Riemann compacte et connexe, et u : X — X'
une application holomorphe. Notons 1;. I'homomeorphisme Hy(u) : Hy(X,2) — Hy (X', Z)
et u* : Hy(3,Z) — Hy(X,Z) son adjoint relativement aux produits d'intersection. Si
I'application u est constante, on a u, = 0 et u* = 0. Lorsque u n’est pas constante
(i.e. est un morphisme de degré n > 1), on peut donner de ©* 'interprétation suivante :
si ¢: Ay — X' est une application continue, il existe n aplications continues ¢),...c, de
Ay dans X telles que, pour tout ¢ € Ay, le diviseur u™*(c(t)) soit égal & I {ci(t)) ; ces
applications ne sont pas déterminées de fagon unique {méme & permutation pris), mais
la classe de 3 ¢; dans Cy(X,Z)/B1(X,2Z) ne dépend pas du choix des ¢;. L'application
¢ ye;+ B1{X,2Z) s'étend par linéarité en un homomorphisme f de C;(X’,2) dans
Ci1(X,Z}/By(X,Z), et f envoie les cycles dans H;(X,Z) et les bords sur 0, donc définit
(par restriction et passage au quotient) un homomorphisme de H, (X', Z) dans H,{X,Z).

Celui-ci n'est autre que u*. On en déduit en particulier que ’on a

(2) u, ou” = degu.

8. Jacoblenne d'une surface de Riemann compacte

Soit X une surface de Riemann compacte et connexe non vide de genre g. Posons
L = Hi(X,Z) et V = Homg{1*(X),C), ot Q1(X) désigne I'espace vectoriel des formes
différentielles holomorphes de degré 1 sur X. Alors L est un Z-module libre de rang 2g
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et V un C-espace vectoriel de dimension g. On définit une application Z-linéaire de L
dans V par

®) ] = (wr f;“’"

On démontre que cette application est injective, que son image est un réseau de V. et que
(st Pon identifie L & son image dans V) le tore complexe V/L est une variété abélienne.
Celle-ci est appelée l2 jacobienne de X ; notons-la J{X). On dispose d'isomorphismes
canoniques entre : ’

— I'espace vectoriel Q1(J(X)) des formes différentielles holomorphes sur J(X) ;

— l'espace vectoriel cotangent & 'origine de J(X) ;

— le dual V* de V;

— l'espace vectoriel (1(X).
En effet les formes différentielles holomorphes sur V/L se déduisent par passage au quotient
des formes linéaires sur V, et sont déterminées par leur valeur Y l'origine ; par ailleurs V*
est le bidual de (11{X), donc s'identifie & 21(X).

L'espace tangent en 0 & J{X) (i.e. Lie{J(X)) s'identified V.

Soit a un point de X. On définit une application helomorphe

(4) Alb, : X — J(X)

de la fagon suivante : pour tout point £ de X, on choisit un chemin continu ¢ dans X
reliant o & = ; la forme lindaire w — fw sur N1(X) est un élément de V ; sa classe
modulo L ne dépend pas du choix de ¢ et est par définition égale & Alby(z). On dit que
Alb, est Vapplication d’Albanese essocide au point a. Si b est un second point de X,
on a Alby(z) = Alba(z) — Alb,{b). L'application C-linéaire Alb] : 2 (J(X)) — 21{X)
n'est autre que Pisomorphisme canonique de 'alinéa précédent. Si g # 0, Alb, est un
plongement de X dans J(X} : en effet, pour tout z & X, il existe d’apris le théoréme de
Riemann-Roch une forme différentielle réguliére sur X non nulle en z, ce qui implique
que Alb, est une immersion; on démontre d'autre part qu'un diviseur 3 (z;) de degré
0 sur X est principal si et seulement si 3 Alb,(x;} = 0 dans J{X), ce qui implique que
I'application Alb, est injective, et par suite est un homéomorphisme.

Soient maintenant X' une seconde surface de Riemann compacte connexe et et ¢ une
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application holomorphe de X dans X'. On vérifie facilement que les diagrammes

Hi(X,Z) — Homc(NY(X),C) Hy(X',Z) — Homg(M(X"),C)

(5) u.l J fu") u'J} l Hu.)
H;(X',Z) — Homc{0(X'),C) Hi(X,Z) — Homg(1'(X),C)

dans lesquels les fleches horizontales sont les injections canoniques, sont commutatifs; on

en déduit des homomorphismes de variétés abéliennes
(6) u, 1 J(X) — I(X") et u* J(X) — J(X).

On dit que le premier est déduit de u par fonciorialité d'Albanese et le second par
fonctorialité de Picard. Si a est un point de X et si o’ = u(a), le diagramme

Albg
x 22, 3w

n “ J J "

est commutatif.

Les surfaces de Riemann X et X' posstdent des structures cancniques de courbes
algébriques sur C. On démontre que J(X) et J(X') sont aussi munies de structures
naturelles de variétés abéliennes au sens algébrique, et que Alb, : X — JX), u.
JX) = I et u* 2 J(X'} — J(X) sont des morphismes algébriques. Lorsque X et
X' sont définies sur un sous-corps K de C, il en est de méme de J(X), J(X), Alb, si
a € X(K}, u. et u”, et les K-espaces vectoriels ('(Xx), Q' {J(X)x), Coto (I(X)k) sont
canoniquentent isomorphes. ’

Supposons maintenant que X soit définie sur R. La conjugaison complexe définit
alors une involution entiholomorphe ¢ sur X = Xr(C). On en déduit une involution Z-
linéaire ¢1, de L = H)(X, Z) et une involution C-antilinéaire tv de V = Homg(R2'(X), C)

4

définies par

(8) w(ldh) =lod e w(f)w)=fl* (@)

pour ¢ lacet de X, f € V et w € B{X). Pour qu'une forme différentielle w € QXD
soit définie sur R, il faut et il suffit qu'elle soit égale & (@) = ¢*{w). Les points fixes
de vy sont donc ies formes C-linéaires sur (1'(X) qui appliquent 0}(Xg) dans R. Si
Pon identifie I & un réseau de V, I'involution ¢, est induite par ¢y, et I'on déduit donc
de uv, par passage au quotient, une involution antibolomorphe ¢5 de J(X) ; celle-ci n'est
rutre que la conjugaison complexe déduite de la structure de variété algébrique sur R de
J{X). Notons L* = Hf (X, Z) le sous-groupe de H;(X,Z) fixé par ¢.

PROPOSITION 1. — &) Le groupe LT est libre de rang g sur Z.

-b) L'opplication C -lindaire Lt @z C — V déduite de Iinjection canonigue de L+
dans V est bijective.

¢) Le R -espace vectoriel LT ®z R est un sous-espace isotrope mazimal de L @z R
pour la forme alternée définie par le produit d’intersection. ’

Notons V* (resp. V™) le sous-espace vectoriel réel de V formés des éléments Jev
tels que wy(f) = f (resp. ty(f} = —f). Ona V = V+* @ V~. Comme Vinvolution ¢y
est C-antilinéaire, ona V= =:tVt et 'application C-linéaire Vt ®r C — V déduite de
injection ¥Vt — V est bijective. Les dimensions de V* et V= sur R. sont égales 4 g.
Ona L* =V+nL ;posons L~ =V~ NL. La somme de Lt et L~ est directe et d'indice
fini dans L. (Le groupe L/{(L* @ L™) est annulé par 2.) Comme L est un réseau de V,
Lt et L™ sont des réseaux de V+ et V—, et en particulier sont libres de rang g sur Z,
d'olt a).

L'application R.-linéaire L¥ @z R — V*+ déduite de l'injection canonique L* — V+
est bijective puisque Lt est un réseau de V* ; on en déduit b) par extension des scalaires
de R aC.

51 z est un point de X et ¢, ¢/ des germes de chemins de classe C* qui se coupent
transversalement en x, le nombre d'intersection de ¢ et ¢ en x est I'opposé du nombre
d’intersection de toc et toc’ en i(z) : en effet ¢+, qui est antiholomorphe, inverse les

orientations sur les espaces tangents. Il en résulte que l'on a
(9) ta)-t(b) = ~a-b pour a, b dans L.
On a parsuite ¢-b =0 si a et b appartiennent & L+, et L+ ®z R est un 50Us-espace
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isotrope de L ®z R ; comme sa dimension est la moitié de celle de L ®z R, c’est un
sous-espace isotrope maximal.

4. Action des opérateurs de Hecke sur homologie singuliére et sur la jaco-
bienne de X4(N)

Soit N un entier > 1. Notons Jo(N) la jacobienne de la courbe modulaire Xq(N).
C’est une variété abélienne définie sur Q. La variété analytique formée par ses points
complexes s'identifie & V/L, olt V = Homg (02! (Xo(N}), C) et L = H;(Xo(N), Z).

Soit p un nombre premier. On déduit des morphismes de dégénérescence B, :
Xo(Np) — Xof{N) et By : Xo(Np) — Xo(N) un endomorphisme T, de L défini par
Tp = (B1)a o (Bp)*. 8i ¢ est un chemin continu dans $ dont I'image par la surjection
canonique T : ) ~+ Xg(N) est un lacet, on &

p-1
Tylwee]) = E[ﬂ(c: k)] + [re{pe)) sip [N,
k=0 ’
(10 =7
Tyf(rod) = 3_lxe(0)) sip|N.
k=0

Par ailleurs nous avions défini au §3, n°4, ﬁn endomorphisme T, de l'espace vectoriel
des formes différentielles holomorphes sur Xo{N) (par Tp = (Bp)a  (B1)*.) Son transposé
est un endomorphisme de V. Il coincide sur L avec l'opérateur T, défini & l'alinéa
précédent : cela résulte de la commutativité des diagrammes (5). On en déduit que les
Tp définissent une opération de I'algébre de Hecke T sur L. Comme ils sont définis sur
Q, done sur R, ils commutent & I'involution ¢, de L déduite de la conjugaison complexe
de Xg(N), donc stabilisent le sous-groupe L+ de L fixé par u..

On déduit par passage au quotient de I'opérateur de Hecke T, sur V un endomor-
phisme, encore noté Ty, de Jo(N) ; il est égal & (B1)a o (Bp)*, donc est rationnel sur Q.
Ainsi ‘T opére sur Jo(N), sur 'espace tangent et sur I’espace cotangent en 0 & Jo(N)q,
sur P'espace des formes différentielles régulidres sur Jo(N)g. On dispose d’isomorphismes
canoniques, compatibles aux opérations de T, entre les Q-espaces vectoriels suivants :

— Vespace vectoriel 0!(Jo(N)q) des formes différentielles régulidres sur Jo(N)q ;

— Pespace vectoriel Cote(Jo{N)q) cotangent & Forigine de Jo(N)q ;

— Pespace vectoriel ('(Xp(N)q) des formes différentielles régulidres sur Xo(N)q ;

— I’espace vectoriel S3(T' (N))Q des formes modulaires parabeliques de poids 2 pour
To(N) dont le développement & I'infini est A coefficients rationnels.
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— P'espace vectoriel Homg (T, Q).

PROPOSITION 2. — L'algébre de Hecke T opére fidélement dans S, (I‘O(N))Q , Jo(N), V,
2! (Jo(N)a), Coto(o(N)a), Lie(To(N)a), 2(Xo(N)q), Ha(Xa(N),2), H{ (Xe(N},2).

Par définition, T opére fidélement dans Sz(To(N)) , donc dans 83 (Te(N)), qui en est
une Q-structure, dans Q!{Jo(N}q}, Coto(Jo(N)q}, R(Xe(N)q) qui sont isomorphes &
82(To(N)) g, dans Lie(Jo(N)q) qui est dual de Coto(Jo(N)q) , et a fortiori dans Jo(N}.
Comme on & Jo{N) = V/L et V = H} (Xo{N), Z) 82 C (prop. 1, b)), elle oplre fidélement
dans V et dans H¥ (Xo(N),Z), et a fortiori dans Hi(Xo(N),Z).

COROLLAIRE 1. — L'algébre de Hecke T est un Z -module libre de rang fini.
En effet elle s’identifie, d’aprés la prop. 2, & un sous-anneau de End(L}), et L =
H, (Xo(N),Z) est un Z-module libre de rang fini.

Rappelons que ¢ : f — (T ' ay(Tf)) définit un isomorphisme T-linésire de
52(To{N)) sur Homz(T,C) (§3, prop. 5). Notons S3(To(N)), le groupe des formes
modulaires f € S2(To(N}) dont les coefficients sont dans Z.

PROPOSITION 3. — L’application ¢ induit un isomorphisme T -linéaire de S»(To(N)),
sur Homg (T, Z). .

Soit en effet f € Sg(FU(N)). Pour que :(f) appartienne 3 Homgz(T,Z), il faut
et il suffit que l'en ait «(f}{T,) € Z pour tout n > 1. La prop. 3 en résulte puisque
UF)(Ta) = ar(Tnf) = anl)

COROLLAIRE 1. — L'espace vectoriel Sp([o(N)) posséde une base sur C constituée de
formes modulaires & coefficients dans Z.

Comme T est un Z-module libre de rang fini (cor. 1 de la prop. 2}, Homgz(T,Z)
contient une base sur C de Homg(T,C).

COROLLAIRE 2. — Toute forme modulaire f € S2(To{N)} dont les coefficients appartien-
nent & un corps de nombres est 4 dénominateurs bornés,

Cela résulte aussitot du cor.l.
Remargue. — Le cor. 2 ne reste pas toujours vrat lorsqu’on remplace I'g{N) par un sous-
groupe d’indice fini de SL2(Z) qui n'est pas un sous-groupe de congruence.

Rappelons que nous avons définit au §3, n°5, un élément -5; de Pespace tangent
3 Xo(N)gq, qui est une base de cet espace vectoriel sur Q. Notons Albe, l'application
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d’Albanese de Xy{N) dans Jp{N) qui applique Ia pointe oo sur 0, et £ l'image de 55
par l'application tangente & Albo, en oco. Posons par ailleurs Tq = T ®z Q

THEOREME 1, — L’espace tangent & Jo(N)q en 0 est un Tq -module libre de rang 1 de
base &.

Rappelons que nous avons une suite d’isomorphismes de Tq -modules

Coto (Jo(N)q)} — 0 (Ja(N)q) = 2} (Xo(N)q) — S2(To(N)) o — Homz(T,Q),

ot a~! associe & une forme différentielle régulizre sur Jo(N)q sa valeur en 0, et 3 son
image réciproque sur Xo(N}q par Alby,, ol v associe & une forme différentielle régulidre
w sur Xg(N)q la forme modulaire f telle que f(g)dg/q soit le développement & Pinfini
de w, et ol i(f) est 'application linéaire T ~— a;(Tf). On en déduit par dualité un
isomorphisme de Tq-modules « de Tq sur 'espace tangent & Jo(N)q en 0. Ce dernier
est donc libre de rang 1 sur Tq, avec pour base u(1). Soit «’ une forme différentielle
régulitre sur Jo(N)q, et f{g)dg/q le développement 4 V'infini de w = Alb% /. On a par
définition de u

i (4(1)) = a1() = wte () =€)

Comme ceci a lieu pour tout «', ona u(l)=¢£.






