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La meta principal de este curso es demostrar un teorema de Iskovskikh–Manin: la clasificación

biracional de superficies racionales sobre un cuerpo general. Un amplio número de preguntas de

tipo aritmético sobre una variedad X benigna1 definida sobre un cuerpo k tienen respuestas que

dependen sólamente del cuerpo de funciones racionales k(X) asociado a X. Por ejemplo:

(1) ¿Tiene X puntos k-racionales?

(2) ¿Es el conjunto X(k) de puntos racionales sobre X denso en la topoloǵıa de Zariski?

(3) Si k es un cuerpo global, ¿es el conjunto X(k) de puntos racionales sobre X denso en la topoloǵıa

adélica?

Por ello es importante comprender cuáles variedades algebraicas poseen cuerpos de funciones

racionales k-isomorfos. Un buen comienzo es clasificar variedades algebraicas usando la biracionali-

dad como relación de equivalencia: dos variedades X y Y sobre k son biracionales si existen abiertos

de Zariski densos U ⊆ X y V ⊆ Y k-isomorfos.

Tomando variedades de dimensión superior a uno como punto de partida, nuestro objetivo es

clasificar las variedades más sencillas posibles: las que son geométricamente biracionales al plano

proyectivo, mejor conocidas como superficies racionales.

La clasificación de superficies racionales sobre los complejos se debe en gran parte a esfuerzos

de la escuela italiana de principios de siglo XX. Manin desarrolló la clasificación sobre cuerpos

perfectos [Man66], y sus resultados fueron generalizados y simplificados por Iskovskikh [Isk79].

Nuestro punto de vista será uno moderno: desarrollaremos parte de las técnicas de Mori en el

contexto de superficies racionales. Las notas de Hassett [Has09] tienen un objectivo similar al

nuestro, y vale destacar que los dos instructores aprendimos parte de este material con Hassett.

Sin embargo, nuestro énfasis teórico será un poco diferente.

Temas a cubrir

(1) Introducción y preliminares geométricos

Divisores y hazes, grupos de Picard y de Néron-Severi, haz canónico, teoŕıa de intersecciones

sobre una superficie, Teorema de Riemann-Roch, blow-up, (−1)-curvas.

(2) Teorema del cono

Enunciado. Ejemplos: Blp P2 y P1 × P1. Clasificación de superficies racionales con número de

Picard menor o igual a 2.

(3) Rayos extremales sobre un cuerpo algebraicamente cerrado

Superficies racionales con número de Picard por los menos 3, conexión con (−1)-curvas.

(4) Rayos extremales sobre un cuerpo cualquiera

(−1)-curvas que se intersecan: no son extremales, o son fibraciones en cónicas. Clasificación.
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(5) Classificación biracional de superficies racionales

Una superficie racional es biracional a una superficie de del Pezzo o a una fibración en cónicas.

Requisitos y notas bibliográficas

Asumiremos una cierta facilidad con el lenguaje moderno de la geometŕıa algebraica, especial-

mente la teoŕıa de esquemas. Ciertamente los Caṕıtulos I–III de Hartshorne [Har77] son suficientes,

aunque un dominio completo de sus detalles no es necesario. Estudiantes sin expocisión previa a

la teoŕıa de superficies algebraicas haŕıan bien en leer el caṕıtulo I de [Bea96], y la sección V.1

de [Har77] antes del curso (si bien cubriremos este material, lo tendremos que hacer rápidamente).

El primer caṕıtulo de Matsuki [Mat02] contiene gran parte del material que cubriremos en el

curso (¡y mucho más!), pero sobre un cuerpo algebraicamente cerrado. Las notas de Hassett [Has09]

y las del segundo autor [VA13] complementan muy bien este caṕıtulo de Matsuki.

Los libros [Deb01, Kol96, Man86] son joyas de alto nivel, con material más avanzado del que

cubriremos en el curso. Sin embargo, son referencias súmamente útiles.
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