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ECOLE POLYTECHNIQUE AIV. 1

CENTRE DE MATHEMATIQUES
9128 FALAJSEAU CEDEX - FRANCE
Tei. (67 941.92.00 - Pome N* INTRODUCTICN
Tolex: ECOLEX é015% F bans le Calcul des Variations ou en Physiqus Mathématique, de nombreux
preblémes de minimisation sont posdés sur des domaines non bornds cosme :BN parc
exemple. L'invariance da ll“ par_les gqroupes non compacty des translaticns et des
dilatations implique, #n général, une éventuslls perte de compacité des suites

minlmisantes - cetts difficultd étant illustrés par exsmple par le fait que le
théordme de Rellich-Kondrakov n'est plus valide sur 3", Nous avons introduit en
[10] .{11]une wéthode générale, appelde méthode de concentration-compacité qul
permet da pallier & cette difficultd et ainsi de rdscudrs les problémes de minimi-
sation posés dans des domaines non bornés. Essentiellement, cette méthode permet
de résoudre les probléwes qui, "s'ils étailent posds dans des domaines bornés™,

SEMINAIRE GOULADUIC-MEYER-SCHWART Z 1982-31983
seralent résclus par des mdthodes classiques de convexité-compacité. Noua illus~-

trons ici hridvement cette méthode sur les exemples suivants :

Exemple 1 : [La racherche de solutions périodiques d'équations de Schraédinger
. non lindaires (intervenant en Physique Théorique et Physique des Lasers [19) ,[7])
v conduit au probléme suivant

LA METHODE DE CONCENTRATION-COMPACITE i) I w Inf {[ N IVula - K(X”ulpﬂ! / u € Hl (EN) » [RN l-lzdx - l}
- R
EN CM&CUL DES VARIATIONS
ol K(x) € ¢ lRNl et {par axemple) Kix) =K quand |x} »® ar od 2 < p < 3—’%-‘1 .

par P. L. LIONS

Exemple 2 : Un exemple typique d'équations de champ non lindaires donne le
probléme suivant (cf.[8],[18]),[4],[3])

E{x) u Pax = 1)

(2) ¥ = Int [I W 19?4 vooutave e wt Yy, ] "
R R

2 p <= -1n<2l:o\!v-v1+v2

4 EL” at v2 - Vo 0 quand |x| » @ (par exesople) ; et od X EC(RN) f
K > 0 sur RN et K+ K quand x| -» =,

¢a2<p<$§— vy, €18 vt et nax Gy € s

g<m, ¥

Exposd n* XIV " 22 Février 1981
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Dans la section I ci-dessous, nous montrons compent la mdéthode de concen-

tration-compacité permet de résoudrs ces deux probldmas : nous verrons une ¢onditien

nécessaire st suffisante générale pour qua toute suits miniaisante pour le problime
1

(1) ou {2} sclt relativement compacts (dans H (lt")) at nous expliguerons comment
vérifier cetts condition sur les exesples ci-dessus. Pour d'autres applications de
cette méthods, nous renvoyons le lecteur & [11] , {12] ot sont traités

{1} 1le problime de masses fluides en rotation ("rotating stara®)

1i) le problime de Chogquard-Pekar,
1ii1) les équations de champ non lindaires,

1v) des prabléimes dans des bandas ou dans des domalnes extdrisurs...

Catte méthode permat égalemant de rdscudre le problime des annsaux de vorticité
at d'étudier la stabilité des ondas solitaires dans les équations de Schrddinger
non lindaires.

Dans la section II, nous axpliquons comment la méthode de concentration-
compacité combinde avec un lemme général de “compacitd locals” permet ds traiter
divers problémas dans les "cas limites de compacité®-souvent invariants par les
homothéties da n" ~ comne par exaaple l'existence de fonctions sxtrémales pour leg
indgalicés fonctionnelles. Plus précisdment on se pose la question sulvants : soit
A un opdrateur lindaire hornd 4'un Banach® dans un RBanach F alors axiste-t-1l
u€E tel qua

3 Aal, =1 ,lull-ll.tnﬂvlzllhvlrnl} .

A notre connaissance, il n'y a pas derdponse géndraleabstraite & cette quastion -
sauf le cas trivial oil A (ou une résolvante da A) est compact., Quelques cCas trda
particuliers ont été traités par G. Talenti [20] , T. Aubin {1], G. Rosen [15]
et E. H. Lisb [9] par des méthodes basées sur la symétrisation (ce qui interdit
tout espoir de généraiité). '

Nous présentons ici une méthode générale dans le.cadre d'sspaces fonctionnels
ot nous illustrons dans la section II cette méthode sur l'exemple des indgalités (ou

inclusions) de Scbolav. Blen sOr dans le cadre d'espaces foncticnnels sur R" + les
prdbl!mes du type (3} sont le plus souvent invariants par translation et par
dtlatacion{changement d'échalle). Nous indiquons rapidament dans la section II
&galezant divarses autras applications,
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Enfin dans la section III, nous expligquons comment las méthodss
développées précédemment et notament le lemme de “compacité locale® permettant de
résoudra de multiples problémas poséda sur des Gomaines compacts Comme par
axemple le probléme associé & la conjecture de Yamabe ¢n géométrie différen-
tislla ; 1'sxistence de fonctions extrimales pour le probléoe des meilleuras
constantes dans les théorémes de trace, de Scbolev, de régularité pour les
équations elliptiques..., l'existence de fonctions extrdmales dans les "inéqgalitég
isopérimétriques” pour les fonctions holoaorphes...

I. LE ChS LOCALEMENT COMPACT

Ains{ que nous l'avons expliqué dans 1'introduction, nous montrons ici
comment 8'applique la méthode de concentration-compacitd aux ;:oblimu "bien
posds sur des ouverrs bornés™. Pour cela nous traiterons les problémes (1) et (2).
Dans les deux cas on introduit Il la valeur de l'infimum pour les problémes ol

| est remplacé par X > O dans la contrainte. Ensuite on introduit le probléme
A l'infini” :

(1) i =t {J " wul? - x*1ul®? ax /[ ulax = )
® &
st
' oo 2, .»2 =P
2" Il'In!{ n 1%ul® + vutax / leuldx-l].
w R

-] o
{cQ par convention, =-4+m gi K =0},
A

En convanant qua Io' I: = 0 ; un argument général que nous esquissons ci-
dessous impligue que les inégalités de sous-additivitéd suivantes sont toujours
vérifides :

o
[T} L, S +I5, . Ya€l[oa].

En effat a1 a € JO,AM[ et si € > O at sl vy,

le cas da (1) par exempla

2 =3 2
I"‘“‘L;" IVull -K(xHull dx < Il-a* E, I No:ul) dx = A -0
R
17 < 9,12 - P ax <1+ e tu?ax = a
a = 2 2 a ’ &2 H

€ D) vérifient, dans
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alors il et clair que, pour n asssz grand, u" = ull.} + “2" +nf} od |E| e}

vérifia I . whx =y, . 12 - ko " Pax < 1+ I,_ ot
by R o -0
d'od par définition de I, , € 6tant arbitraire s 1, < 1: +1

montre-t-on que 1 I, < x; .

A-a” Ds ndoes

Remarque : KEn fait il est aisé, en détaillant l'arqument donnd ci-dessus, de
rontrer qua si dans (4) une das inégalitds pour una € 10,A] aest an fait une
dgalité, alors on peut construire une suite minimisants du problase Il qui n'est
pas relativemant compacts (dang l'll (l" 1). En A'autres termes le fait que les
inégalités dans (4) soient strictas pour a € ]O,A] est une condition nécessa
pour que toutas les suites minimisantes solent rolativwl.

Le principa général de concantration-compacitd (cf. P. Lions [10), [11])
implique alors que la caractére strict das inégalités (4) est également une
condition suffisante

Théoréme | : Pour les problémes de minimisation définis par IA correspondant
4 (1) ou (2), la condition de soug-additivité stxicte : *

" | e .
(SA1) . L s L,*L ., « Ya€loa]

est une condition nécessaire et suffisante pour qua toute suite minimisante soit

relativement compacte dans l!l (RNI .

Théoréme 2 : Dans les cas particulier of les probldmes sont invariants par
translation i.e. si K m K.. 'y Vm v- ¢ la condition de sous-additivité stricte ¢

{5A2) I v T, L va€ oAl

st une condition nécessaire et suffisants pour que toute suite minimigante soit
relativement compacte 4 une translation prds dans Bl (RN Ve

Alnsi que nous l'avons indiqué et comme le montrara l'esquisss de démons-
tration ci-dessous, ls fait que d'une part les inégalitds larges sont toujours
vérifides et que d'antre part las indgalités scrictes sont dea conditicns nécessai-
ras at suffigantes pour la capacité des suites minimisantes a8t un principe géndral
dont la déwmcnscration pour chaque problime suit les grandes lignes #voquées ci-dessous.

2
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Formellement, indiquons que ai une suite minimisante n'est pas relativement compacte
alors nous montrercns ci-dessous qu'asssntiellement nous pouvons “découper chaque
élément de la suite #n su molns deux parties dont la djstance des supporta va
tendra vers 1'infini" et que cecli est impossible si (SAl) ou (SA2) mont vérifidas.
Enfin signalons que cette méithods s'applique & tous lss problémes posés dans des
domaines non bornds tels que les suites minimisantes sclant bornées et possédant
une forme de compacité locale. Reste bien sdr & vérifier (SAl) ou (S5A2) dans

chaque probldme : nous indiquons rapidement ci-dessous comment le faire pour

{1} ou {2). ’

Remarque : Dans le cadre du Théordme 1, signalons que ai

%N
I, < Ia *I g YA€ Jo,x[

N
alors toute suite minimisante et relativement compacte dans ultn ) & une translaticn
pris,

Dans le cas du probléme (i), on remarqus que l'on-a

1 01K € 0 alors 1: =0 (Ya>0) et (SA1) aliew si ot seulement a1 I, < 0,

i1) si Kw>0¢lorl on vérifie Ieu< [} L <0, ¥Y8>1, va>o0d'on
o
Al .
I, St g S tI, g Ya€ Joil
Bt dane le cas de (2), on vérifie sans peine que

i) s K =0 alors IV = += (V>0 et (5Al) & leu ;
1) K >0et I, <o, alors x: >0 (Ya>0) et donc (SAl) a lieu ;

1) s K >0t I, >0, alora 1 Igg = 62“’1“ <er, ,¥e>1, va>1

d'od IX<I + I

o
" A_a<1“+1“_u vac€ o,

On en déduit donc les résultats suivants
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iorollaires 2 : Dans le cas du probléme (i}

-
1) si ¥ <€ 0, toute suite minimisante est relativement compactsdans

I‘(n“) 8i et seylement si IX < 0

4) siK e o> 0, toute suite minimisante est relativement compacts dans

l1 [‘.I!") 4 une translation prés ;

i1} =l > 0O, toute suite minimigante est relativement compacte dans lil (:Il")

1 et seulement si 1, < I; .

iorollaire 3 : Dans le cas du probléme (2) ;

- .
i) 81 K = 0, ou bien si X > o, I:\ € 0, toute suite minimisante est relativement

ompacte dans Hltllu) .
1) SiK e K“ >Detsi Ve V“ . toute suita minimisante est raelativement compacte

ians !!:l (RNI & une translation prés,

i) si K > 0, alors toute suite minimisante est relativement compacte dans

‘l(RN) gi et seulement si IX < Il .

xemples : Dans le cas de (1), par exemple, sl K“ 3 0 nous voyons que la

robldme avec K m X admet un minimum. De plus si K(x) > X* et & o X .1l

st aisé de vérifler que : Il < I; ot donc le problime admet un minimum ; tandis
ue #i K K' (et X g K-), :l - I‘: ot il exista das suites minimisantes non
‘slativement compactes. En fait dans ce cas on peut montrer qu'il n'existe pas

le minimum. On notera que si on remplace llu par un domaine borné alors (1) admet un

unimum pour tout K.

Concluons cette section par une esquisse de la démonstration du
‘héoréme 1 : i lu ) désigne une lu.ttc m.nmumto de {1) ou de (2}, on vézifie
‘acilement que (un) u: bornée dans A' m ) . On applique alors le lemme suivant
jolt & op ™ (-.zn)2 dans le cas de (1), solit A P, " K(x)lunlp dans le cas de (2).

’ 1 N
Aanma (concentration-compacitd) : 1} Soit {pnl une suite de L+(lt } wérifiant
p_dx = % , alors 11 existe une sous-sulte p (encore notde ) vérifiant une
RN n n Pn

les trols possibilitds sulvantes

1} (évanescence) VYR <
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L ' su.lpN [
YER ¥+B

R
i1) (compacité #troite & une translation pris) 3 ¥n € R‘ y¥YeEe>0, IR,

Iyn + BR

11i) (dichotomie) Fa€lo, A[ , ve >0,

O‘dx-al

[

1 1
pn est A4 support compact et dist(Supp pn

1
< -
[ | Dn { pn

ondx--—.o

3.’1
n

« 02

pndx>l-e

I..l

L

n

.

Di € L:_(RN) tels gque

< g ’

2
¢ Supp Pn)-—n—p -,

2) Dpe plus si P~ u: {regp. I K(x)lu 1, o4
u est bornée dans H (l! ), et 81 iii) se produit, alors on peut prendre |:>i - (u:l.'l2
{resp, pi - l(lu Ip) pour i = 1,2 et (u ) ,(u ) sont bornées dans Hl'(:l! } et
vérifient

J v 1u?ax > [ w 196012 o 1wdd) ax - ¢
R . n n
vn»o, fu - +uhil < sy — Lo, v2kp< M
n n n o ' P N-2

L

€ —0

Le lemne se démontre {cf. P, L. Lions [11] ,(12]) & 1'alde de la noticn de

fonction de concentration d'une mesure de probabilité P (sur RH J-notion introduite

par P. Lévy - :

Qit) = sup N I

YER y+B

t

ar

*

Ytao,

Bien gdr la partie 1} du lemme doit &tre adaptée A chague probléme, et en 2)

ci-dessus nous l'avons falt dans le cas des exemples | et 2 .,

Il est alors aisé de terminer la démonstration du Théoréme | ; en effet
il est facile d'éliminer l'occurence de 1} A 1'ajde de (SAl) (et ds la “compacité

locale® des problémes (1} et (2}). D'autre part si iii) sae produit alc.s on volt que

pour n assez grand on a,

E > O étant fixg
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1,2 2,2 Lp 2, p
n+e >LN IVunI + IVunl - l:(u)lunl Xix) lunl dx

1,2 2.2 _
Ijlutun)dus-ul <e, 'J‘N(_un)u (A-a)l <S¢

L 2P ot ceci

K(x}|n |*dx , ou bien I b 1] 1 " T p—, ecl entraine

ou blen I‘H n ' ‘ll a n=+w
o L]

aisdmant 3 IA > Ia ’Il-u ou:[1 > Ia*ll-c'nm les deux cam (5Al)

igplique donc que iii) ne psut se produirse.

Enfin si ii) se produit, il est alors aisé de conclure puisque "4 € pris
nous sommes ramends A un probldme dans un cuvert borné®, {5Al} impliguant que la
tranalacion (ya) ne psut dtre non bornde. On conclut alors aisdment en utilisant le
théordme de Rellich-fondrakov (remarquer qus puisque p < :-—fz s U ast relativement

P
compact dans I"J.oc"

II. LE CAS LIMITE

Ls cas d'exposant limite (pw= E-:‘; dans (2)) ainsi que le problice général (3}

dans le cadre d'espaces fonctionnela (et d'opérateura différentiels, de convoluuon...)
peuvent dtre traités en combinant la méthode de concentration-compacité avec un
lesmne géndral donpant l'sxpression das éventuslles pertes de compacité par la
convergence faible, Alnsi que nous l‘avons expliqué dans 1'introduction, nous
présentons ici cette méthods sur 1'example des inégalités de Scholev ; indiquons
seitlement que nous pouvons -r.rait.r de mine diverses inégalités de convolution (et
laurs coubinaisons avec leg indgalités de Scbolev), les indgalitds de traces, les
inégalités de Xorn, le problime associd & la conjecturs de Yamabe dans RN, les
indgalités 4'interpolation,.. Nous ravoyons la lecteur & [13] ,[14] pour plus de
détails.

Solant N2 1, m» 1, 1 S p < j:- »onnota X = {u € thiln) . 0% € Lp(il“)

N
¥ gl =m}odqe N_p + Las inégalités ds Sobolev impliquent

(Iumﬁuﬁq<mluw%m”’u,Vuex
R ' »

Pour déterminer si la "meillesurs conatants” C o4t attainte, il nous faut rdsoudres
le probléme de minimisation

Hlmqu-l,uiﬂ

(s h-zu{fum%Pu/I
R )

ol A > O est arbitraire.
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Outre l'invariance par translations (relavant des ndthodes de la section I),
le probléme est invariant par homothdtie r plus précisdment les deux fonctionnelles
intervenant dansg Il sont invariantes si on rempleace u par

e I

u(a

u () - ==
(o} M4
11 ent A noter que #1 O ———p + @ ', 1- famille Iu Iq vérifis la propriété &'évanescence
dtudiée en I tandis que @i 0. o , Iualq converge faiblament vers % 60 -

ol Gx désigne la masse de Dirac en ¥, = st ceci illustre bien la mangua de

compasité locale du probidme. Le résultat suivant montre que les translations et

lea dilatations sont les seules sources de perte de compacité (dana tout ce qui suit,
nous convenons de remplacey Ll par M al p= 1}

-

Théoréme 4 : Toute suite minimisante u du probléme (5) est relativement compacte

dans Lq(n )} 4 une translation et une dtlata:mn prés, i.e. 11 existe ¥, € lt" B

a, > O tels gue la suite minimisante (u ) =0, ~N/q u“(-f—!.‘.". ) sojt relativement’

<
comgacte dans Lq(a )} . En particulier, 1' infimum dans {5} est attetnt

Remarques ; i} Dans les cas m = | ou p = 2, 11 est possibla d'en déduire la
formule explicite de I, -¢f. P. L. Lions [ ]
i1) Le fait qus 1'infimum est atteint a &té démontré dans le cas m = |
par T. Aubin [1] , G. Talenti [20] , G. Rosen [15] , E. H. Lieb {9]) par des
arguments qui tous utilisent la symétrisation et ne &'étendent donc pas au cas
géndral.
Esquissons maintenant la démonstration du théordme 4 : on remargue

tout d'abord que &i Q, Qy désignent respectivement les fonctions de concentration
des mesures h.llq R |uc'|':l sOn A&

t
Qatt)-Qio—) y YEP O,

Il est donc aisd de choleir Un > 0 tel gue &l un est une suite minimisante pour

(3}, la fonction de concentration Qn de (un:a vérifie
n

(8) Qn(l) = A2

Dans ce qul suit, on note sancores u, la nouvelle suite (nnl Op *

En appliquant alors la méthode de concentration~compacité, on voit que

1l'évanescence (cas i) du lemme de concentration-compacitd) ne peut se produire da
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par la normalisation (6), tandis que la dichotomis (cas i1i)) na psut se produirse
/!

puisque 3 I, = A Ijetdoncy, < I +3 ., ¥Ya€ 1o,A[ . On en deduit

donc 1'existence de Yo € ® telle que la suite minimisante un(. + yn) (qua

Dous notercns encore un) vérifie :

Ye>0, 3FIR<a . l latfax>r-¢.
Bn -
On extrait alors une sous-suite {(toujours notide un) talla que u, converge faible~

o
pant vers u dans Lq et pP.pP., un converge dans Lioc vars u pour r < q st D l.ln con=
verge falblement dans tP vers p'u pour |a| = a.
Il nous faut démontrer que i [ N Iulqd.x = L . Pour cela on utilise de
R

maniére fondamentale le lemms suivant ;

Lemme (compacité locala) : Solt (u ) une sulte bornée dans X, si u converge
faiblement dans LI vers u, plors pouyr toute goug-gyits lu Iq faiblement convergente
au sens des mesures, 11 existe une suite de points “1‘1)1 de l“ 4L une suitse
-
de réels {v ) positifs cu nuls vérifiant : [ vf"l <w
—_— L1151 il
! o .
[y R — L S
1wl 1

(faiblement au sens des mesuras).

Remarcques : i} Ce résultat perpat d'sxpliquer les phdnomdnes observéa par J. Sacks
st K. Uhlenbeck [16] , 5. Sedlacek [17] .

-
11) On peut montrar que toute mesure de la forme |ulS+ E v § ol

e L%

-
w€X,v, >0, x ER ot I V<o oot linite faible da Ju |9 ob u_ est
i £ 1=l i n n
bornéa dans X et convergs faiblemant dans A vers u,

Pour démontrer le lemme, on utilise tout d'abord un résultat de H. arézis
et E. 8. Liab 5] qui permet de se ramensr au cas od u = O, De plus sans restreindre
la géndralité on peut supposar gue I\:lnl‘1 N IDmunIP convergent faiblement vars des
magures bornées non négatives v, u . Enfin A'aprés les indgalités de Scholev 1

3c>o,vEE€ ™R ,va»1 MEul _ < do®Eu
2] I-q n LP

ot on en déduit en utilisant le théordwe de Rellich

N 3¢>0, VE€ X 1[ i€ 1%an /9 < c(J 1g) Pay )17 .
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On conclut grice au lemme suivant (dans lequel 1 € p < g % @ gont arbitrairas)

Lemme 5 : Solent v, deux mesures borndas positives sur R" vérifiant (7) avec

N
P<a. Il existe (x‘t)“.>1 £E R, [U1)1>1 €R+ telg qug 1 v = I viéx et

w i=1 i

I wWilew

iwl 1

Remarque : Dans toutes las démonstrations concernant l'existence de fonctions extrémales

pour des inédgalitds fonctionnelles, la lemme dae compacitd locale »'adapte aisément
et se démontre grace au lemme 5 (cf. P. L. Lions [13] ,[14] pour plus de détails)
§1 nous revenons maintenant A& la démonstration du théordne 4, on remarque
tout d'abord que u M O. Eh effet 9i u w O, en utilisant le fait que [unln est une
suite minimisante et la démonstration du lemme de compacité locale on aboutit & (7)
avec U(RN) - ) et u(li") = Ap(qC-P. Il est alors ajisd d'en déduire que y = ;\osx ol

N
., € R et ceci contredit la normalisation (6}. °

On pose alors q = J N lul99x > © et on veut montrer que o =X . Sans
restreindre la généralité on augpose quelennlp converge faiblement vers U, on &
d'une part i IDmulp LTI u(‘.IRN) < IA ;1 d'autre part grice aux indgalités
de Sobolev on a pour tout EE h(ll") 1

(I y 1eu 1%t/ < al/e 1;1"’ Io™¢gu 3l
R n "y

a'

ol
o 1]
{ ! w 1813 ¥ ax e £ v, .5(::1)1”q < 2\l 1;'/"( J TR e,
R t=t ®

* 1ot
+ E BIDE]l ul e
j=l L
Par un choix convenable de £ , on déduit de cette inégalité

-p/q p/q
TR IA v, le

On a ainsi obtenu las inégalités suivantes
- - P
¢ I teffaatla JMau (ao 1 oy Mag /e e [0%al axy?/®
b 1= 1 A "

<l 1;'/Ptu ) - IAA'P/“ r W te
i=1
PRI I T IA;‘-p/q $ W l/p
A A g b
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v
c'est-d-dire en posant “j'_ - -xi i

[ ] on
-z vi)l/q < -1 opPee

i=] =i
- ’
at \Ji)O,E vi<1.p<q
i=1

et cecl n'est possible que si vi a0, V‘ > 1,

Remarque : D& fagon peut-dtre peu apparents, le lemme de compacité locale permat
essentiellemant de décomposer u, s 2 parties (=i u, ne convargs pas fortament dang
q
L

vers u} A savoir u et u_-u qui se concentrs autour des points x, . Cette concentra-

1
tion permat de s'assurer que II.'I"'u“Ip ss dicompose ds fagon analogus, st les
inégalités finales n'utilisent en fait que la sous-additivité de Il provenant ds

la formule Il - Aplq II’

I1I. PROBLEMES SUR DES DOMAINES COMPACTS .

Les méthodes introdultes précédemment (et notamment le lemne de compacité
locala, sa démonstration et le lemns 5) permsttent de traiter da nombreux problémes

dzns le cas d'exposants critiques ou dans le cadre général de (3) (problines posds sur desdo

Wainss compacts} Nous décrivons ici bridvement deux exemples ; de nombreux autres
axenplea sont donnds dans P. L. Lions (131 , [14].

Exempls 1 : Solt {M,g} une variété riemannienne compacte de dimensicn N ; le pro--
bléms da déterminer une nouvells zdtrique (ponctusllemant} conformallement équivalsnte
i g et de courbure scalaire donnde se réduit & l'équation d'Euler du prebléme de
uinimteation suivant (cf. Yamabe {22] , K. 5. Trudinger [21], T. Aubin [2] )

i

19912 + kix)u? dx / [ Ko 12 ax = 1}

(8} I » Inf {I
Ll

ol par exemple K > O sur M, X,k € C(H).

Exemple 2 : L'sxistence de fonctions extrémales pour la "mellleurs conadtante”™ dansg
les théordmes de traces condult au probléme sulvant : sojent 1 < p < N, q= (%:-:;E
(9 I = 1Inf {Inlvm" + lul® ax s Ian tulY dy = 1)

ol I est un cuvert borné régulier de = .
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Sur ces deux sxemples, en appliquant les néthodes décrites ci-dessus {et
on rsmarquant que la stricte sous-additivitéd de “l'infismum comme fopction du niveau
de la contrainta” s'obtient grlce & 1'homogénéitd) on obtient l'alternative sulvante
pour toute sulte minimisants tun)n H

- ou bien u, ssC relativemsnt compacts {dans Hl M, Hl’p(ﬂl respactivement) et le

probléme est résclu,

-~ ou bien : u  converge faiblement vers ¢ (dans Hl M), u""m) resp.) et dans
2N

' 2 N-2
l'exemple 1 1 IVunl —Td Ku

o -]
' P q
dans 1l'exemple 2 IVunl —_— 16"0 , Iunl - 6"0 avec x € an
(toutes les convergences dtant pour la topologie faible des mesureas).

— & avec x € M ;
X (]

51 la deuxidme possibilitd se prodult dans l'exemple 1, alors on en déduit
ailsément par localisation que
2N
11

N-2 1 2 2 w
J T e ey MR et kel e >
L] [~ M ]

ol I, =M [J N

1al? ax /7 [ 0 gk, vaen,
o R e

D'autre part on vérifis aisément que : I < In = Min Iw = ¢ (max m-(N-Z)/N .

X
xEM L
En résumé 3i la deuxidme posaibilité se produit, nécessairement : I = Iw (st X,

ast un point de maximum de K). Et donc 81 I < Iaﬁ + toute suite minimisante est rela-
tivement compacte dans l-ll (M) at le probléme {8} admet un minjmum. L‘existence d4'un
minimum a été démontré par T. Aubin [2] par une preuve moins directe - dans [2] , la
condition I < I ast analysée finemont.

De nine, en ce qui concerne l'exemple 2, la deuxidme possibilité conduit &
l'égalitd

ul® ay = 1} .

(xN-OJ

I=1"= Inf{J 1ut? ax /7 [

!:N>o)

(et on a toujours : I € Iw . 811« I” , toute sulte minimjisante st relacivement
compacte dans Hl'pm) et le probléme (9) admet un minimum.
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