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1 . INTRODUCTION,

Dans ce travail on s'intéresse & la vrecherche de solutions T -pério-
diques d'un systdme différentiel du second ordre non linéaire :

a0 = £(r)

of 8 :R~+R et £ :R+R" sont des données supposées T ~périodiques,
la fonction a(+} changeant de signe, et o V : W +B" est un potentiel de

classe C2 strictement convexe sous-quadratique.

Les hypothdses précises sont donnéea au paragraphe 11,1 ; on notera dans
toute la suite (1) le probléme

T+raml(x) = £{t) p.p. sur  [0,T |
) x(0) = x(T)
x(0) = x(1)

et {1') le probléme non forcé :

X+ a(t)V¥'(x) = 0O p.p. sur  [0,T |
an x(0) = x(T)
x(0) = x(T)

Avec l'hypothése de convexité de V » le probléme (1) est &quivalent a
un probléme de points critiques pour une fonctlionnelle ¢ dite d'action
duale, dont 1'idfe eat due 3 Clarke et Ekeland (19]),1101), Dans le cas
ol la fonction a{+) garde un signe constant, cette Fonctionnelle est minorde
ou majorée selon que af{+) est positive ou négative, et il est aisd d'en
déduire 1'existence d'une solution au probléme (1), Renvoyons 3 1'article e
Clarke et Ekeland [11 ]| ol est traité le systdme plus général

X+ V;(t.x) - f(tf

(avec V(r,x) > 0) , et &galement 3 Rabinowitz [ 16 | pour un résultat dans un

cadre non convexe.

Dans le présent travail, on &tudie le cas ol la foncticn a(+) change
de signe, Il n'existait pas jusqu'ici de résultac général dans ce cas, on
Peut juste citer un travail de D.C. Clark [8 ] qui traite le cas od 1e potentiel
est pair. Le probldme a pourta&: son importance en physique, i1 intervient
notamment en mEcanique quantique, dans L'érude du confinement de particules
quantiques dans un champ &lectrique de radio Eréquence |12 ],

Quand la fonction a(+) change de signe, la fonctionnelle ¢ n'est ni
minorée, ni majorée, mais 1'espace E gsur lequel elle est définie se décompose
en somme directe de trois BOuUS-espaces, un espace E¥ sur lequel elle est
strictement convexe, un espace E  sur lequel elle est strictement concave,
et un espace E° 4o dimension finie. On utilise alors une méthode due 2
Amann [ 1 ] (voir également Amann et Zendher [2 ]} qui transforae, par un théo-

réme de point selle, le probl2me en un probléme de recherche de points criciques

"d'une fonctionnelle réduite ¥ sur l'espace E° . Ceci est détailié dans le

paragraphe III.l et on obtient par, selon le cas, minimisation ou maximisation

de v des théorimes d'existence d’auy moins une solution au probléme (1),

Dans le cas od la fonction f est nulle, le probléme (1') a une solution
conatante dite gsolution triviale, et on donne des conditions assurant la non-
trivialité de la solution obtenue Par la méthode précédente. On obrient
€galement d'autres résulcars d'exiatence d'une solution non triviale en appli-
quant 3 ¢ le théordme d'Ambrosetri-Rabinowitz {(A31) ; on suppose pour cela
le potentiel v asymprotiquement quadratique et non résonnant 3 1'infini,
conditions qui semblent &tre assez naturelles du point de vue physique,

Tous les résultata de non trivialité obtenus ici ne s'appliquent que
lorsque la fonction a(s) est de valeur moyenne strictement négative, L'étude
du cas oil la valeur moyenne de a(+) est positive ou nutle nécessite une
réduction de la fonctionnellie autre que celle développée ick, on rendra compte
de ce cas dans un second article {voir [ 15 |).

D'autre part, on trouvera détaillé dans {15] 1'interprécation des
différents résultats &tablis ici dans le cas d'une fonction a(*) conscante

pPar marceaux,



Signalons Egalement que S, Mathlouthi a entrepris une exploitation

numérique de ce travail et que les premiers résultats sont tris satisfaisants,

Notons enfin que 1'4tude du problime (1), ov mdme (1'), avec un potentiel
surquadratique (voir par exemple [4 1, [16 1) reste un problame ouvert,

1I . POSITION DU PROBLEME ET FORMULATLON VARIATIONNELLE,

I. POSITION DU PROBLEME,

On s'intéresse 3 la recherche de solutions du problime

*(t) +aedl (x(r)) = f{r) p.p. sur [0,T ]
) x(0} = x(T)
*(0) = x(D -

od x: [0,T)] +R" est supposée appartenir 2 1'espace C"*(IO.T 1, &M

des fonctiona de classe it:l sur [0, T ] , de dérivée absclument continue,

On fait les hypoth2ses suivantes

V:R"+R est smtrictement convexe, de classe C2 y et vérifie :

wp 0

¥xER Vix) & V{0) = ¢

Il existe des réels strictement positifs ¢ et A tels que
vy (2) VxER" Px) K Al

(€)) ¢ xER" V'(x) > el

[ 11 exiate des réels strictement positifs k,K,C) et C, tels que
,) (4) VxeR v < $ix1? e,
n K 2
(6] VxER v > 3 [x] -¢,

On note {{ = V* la conjugufe de Fenchel de V ([4 }) qui est définie
par @

¥yer" Wy) = sup [xvy = V(x} ]
x ER

Avec les hypothlses faites sur V', W est une Fonction convexe de classe 62
qul vérifie



5
(6) vyer" Wly) > w©) =o
n x=@'(y) ® yayi(x)
(8) VyeRr" Wy = vt (yy) !
(9 Vvyer" W'(y) = % I
(10) vVyeRr" Wy < % 1
(1 vyéenR" wy) > Zikmz-cl
(12) vye€ER" Wy < o yl? e,

On suppose d'autre part que la fonction a appartient 3 LI(ID.T 1, B}
e que

[6.T] » 1Yuruw
oi)

1" = (t€[0,T) / a(t) >0

I = {t€[0,T] / a(e} <0)
et ol N est un négligeable de [o,T] .
On pose

ot - I a(t) dt
+
I
a . - I _ale) de
1
. - T
a = o +qa = I jatey|dt
o
et on suppose ici que a’ et a  sont strictement positifs, c'est-i-dire

que 1a fonction a change effectivement de signe, le cas ol elle garde un
signe constant étant résolu.

On utilisera la fonction m ; [0,T)] *R définie presque partout par

a(t) +

o sur |1
mi{t) =

ale) sur 17

o

On suppose cofin que £ : [0,T] +R" cst mesurable et vérifie
[T lei?
[+ ]

T dt < + =@
Ja]

REMARQUE (.1,

1) la conditiun (V) concerne le comportement de V 3 1'infini. Comme

vérifie d'autve part (V) on peut supposer
£ N K S k € 4

2) L'hypoth2se (3) dans (UZ) peut @tre remplacée par (3') :
Il existe des réels strictement positifs y et €3 tels que

(3" v x er” V') > y[x] - Cy

(voir la remarque 3.13 de [I5 |).

2. FORMULATION VARIATIONNELLE.

On note E 1'espace des u : [0,T ) +R" mesurables tels que

= dt < ¢ w
o 13, !

muni du produit scalaire

IT ul 2

usy

<u,v>§ - [: T;T de .

¥ est un espace de Hilbert qui s'injecte continment dang Lt(IG.T Iom™

1/2
(i3) lul < lal 1ul
L L ¥

On pose :

E = {ueE/J:ud:-o}

+ - -~
L'espace E ge décompose en somme directe orthogonale E < E @ E @ E°, ot

EY - {yEE/u=0 sur 17)

n
i



E =fu€E/uwil sur I}

E° = (u€E/u=nmt) ,EeEr"

Si PaP_sP, désipnent les opérateurs de projection sur E‘,E-.E°

tivement, on a :

pou = m(t) I L udt
I

On notera EI,BT,E;.ET les espaces obtenys lorsque n =1 et pt.p?.p? lea

opfrateurs de projection dans ce cas.

On rappelle que Nu dé&signe la primitive de moyenne nulle de

t | T (¢t
Muft) = I ufs) - T J (I u(s)ds] dr
o o Ye

On définit sur E la fonctionnelle

W) = 3 (u) + 0, (w)

-

avec T

1 2
o - -1 L frul Zde

T
b,(u) = ID a w[ﬂifﬂ dt

PROPOSITION 2,1.
La fonctionnelle 2] s'éerit

¢|(u) - -1 <Lu,u>

F3 E

ol L est un opérateur compact autoad joint- défini positif. On note
plus grande valeur propre de I, .

respec-—

la

On a:
< T lal
1 ) LI

A

Dans le cas oil la fonction a est dans L s ON & :

2

<lE tal
41 L

M

DEMONSTRATION,
On voit que

1 (T2 )
@l(u) =3 Jo Moy = =~ 3 <Lu.u>B
avec

L = = [a] [ﬂzu -1 r la|n2 dt]

11 est clair que L est compact, autoadjoint et défini positif, D'autre part

pour u appartenant 2 LI(IO.T {,M) , on a
Yee[o,T] [Mu(e)] < Hul "

L

En effet, N1 &tant de moyenne nulle sur [0,T] , il existe un point t de
[0,T] o Nuw a'annule. On a donc

t
Mu(e) = It u(s) ds
o

d'oil
[Tuce)| < Hul )
L
On a done
T 2 2 2
I [u]© de < THul 1 < Tlal ol (1
d'oﬂ o L L
AI < Thal 1
L

Dans le cas ol la fonction a est dans L » il est clair que E

a'injecte dana L7 3

lulz2 < lal ml“':
L L



T
D'autre part on sait que pour u appartenant 3 L: L] {u € Lz / I T 0}

on a o
mat , < I 1ad
2 a2
On en déduit
2 o 2
b’y < I vt _pui?
L all L
donc 12
A, €« —— Jlal .
ST L

— e

Dans la suite on notera A la plus grande valeur propre de 1'opérateur
Lt - p ‘o L/}, qui vérifie done

+
Al < l|

D'autre part, pour u* appartenant 2 E* on a

Ol(u+) - -1 <L+u*.u’>
) gt
done :
(14) vi' e, o, > - A;lu’l;‘;
REMARQUES 2.2,

1) On voit facilement que 4 - IL' est la plus petite valeur strictement

1
positive pour laquelle 1'aquation ¥ + Blaft)|x = 0 admet une solution T

périodique non nulle,

%) De méme u; - J; est la plus petite valeur strictement positive pour
A
1

laquelle le probléme

X+ ula(t)|x = 0 p.p. sur I'

x = 0 P:P- sur I
T.. T -

I X = I x = 0

] o

admet une solution nom nulle,

1) Dans la cas ol la fonction a appartient 3 19 | < q <+, ona:

2-1/q
A, < =T
' (a2

a
L2

En effet, d'une part l'espace E &'injecte continiment dans 1'espace 1297149 :

1l < 1al'/2 1
=9 &) E

d'autre part, en notant N(r) la norme de V'opérateur I de L dans L°
le lemme de convexité de M, Riesz ({13 1) assure que la fonctton Log H(]

est une fonction convexe de r , 0Sr S|, On en déduit pour I S r <2 :

2_ ;-2
N(D) & [R()} °© [ H(D)] '
donc ' ) 2 %-l
TTT T T
N(r}) < T (57 -/
(my ¥

et 1'inégalicé

Al < lN(l*q)] lalLq
donne
T2-llq

A, < lai
P an?e T

PROPOSITION 2.3,

La fonctionnelle 02 est continlment différentiable sur E , deux fois
Cidteaux différentiable et on &

T

(15) 00 = fal o2l -2 [ e v ]
o

(16 ¥heE #;(heh = I w(Eh Mhae
[ 1]

DEMONSTRATION.

L'inégalité (12) montre que ¢, est bien définie sur E .
2 .
En faisant lec changement de variable u = [a||/"v on obtient &, (u} = §(v)

avec i



T
Plv) = J glt,v) dt
o

ceci en définissant pour x €ER" , t € [o,T 1

|12
glt,x) = a(t) m[,LQL.a_u}

Pour tout t €[0,T] 1'application x + g(t,x) est de classe C2 sur

2 et ((10)

e (t,01 < %

On peut alors appliquer le vésultat de [§ | (page 24) : on obtient que ¥
est de classe c] » deux fois Giteaux diFfdrentiable sur LZ(IO.T 1, RY et

T
¥he 1.2 ¢'(uh - I g;(t;v)h dt
[+ ]

T
v« [ gr (e0mn ae
0

En revenant 2 02 on obtient

T
vheE sywh L W' (S5 de
" T " u+f Ilh
¢2(u)hh - o W (T) ry de

d'odl le résultat,

e ————ee e

De ces deux propositions on déduit :

PROPOSITION 2.4,

® eat de classe CI deux fois GCiteaux différentisble avec :

T
On ' (u) - I‘l [qu + w'(_‘%ﬁ]] -é l ’al [ﬂzu + w‘[L:f]]
[+]
T
(18) YhEE:  ¢g"uhh I ['lﬂhl2 s bah] de
o

De plus (10) montre que

" ‘
18" (u)1 REP R

L{E,E) 1

La proposition suivante, qui est une variante d'un principe de duslits

génEral di) 2 Clarke et Ekeland (|9 |, | 10 1), montre comment 12 résolutioq

du probléme {1) se raméne 3 la recherche d'un point critique de & .

PROPOSITION 2.5,
a) Supposons que x soit une solution du problame (1). Alors u e -y

est un point critique de ¢ ,

b} TInversement s{ u est un point critique de ¢ v il existe un unique
EERT el que x = -nzu + £ soit solutien de (1).

DEMONSTRATION.

4) Soit x wune solytion du probléme (1) et soit u = <x = aV'(x) -,
L'infgalité |V'(x)| < A[x| déduite de (2) donne

T ' 2
[ -'ﬂﬁll_d:<ux|’m, < te
Y -

et u appartient donc 3 E .

D'autre part, X + al'(x) = £ donne

Donc d'aprés (7) "
x . Wy
Or comme x(0) = x{(T) on a

;t--nu
et 2
x = -N%a+g , EER"

On obtient donc

nt

u o+ W [%f] -E =0
c'est-A-dire

P'{w) =~ 0

b) Soit u un point critique de # : on a donc



- ] P 1 K
nzu + w'(%ﬁ) - £ eRr® D'autre part ¢ est une application de classe €' sur E” , dont la

dérivée est donnée par
ce qui s'écrit en utilisant 3 nouveau (7)

(22) ' W) = 2t W)Wy
E%E = V.'(-ﬂzu + £) ————
DEMONSTRATION,
€t on voit que x = -llzu + £ est solution du problame (1), N . -
On adapte celle du théor2me 2.3 de [ | ], Définissons F : E'x E'x E° +
- par _ _
Fla'u™,u® o e(uteu™n®)
1I1 . REDUCTION A LA DIMENSION FIKIE PAR MIN-MAX. F est de classe ‘.‘.l + deux fois différentiable et on a :
I. LA REDUCTION A LA DIMENSION FINIE. vh'er" R U T U R P
uu
On cherche donc 3 prouver 1'existence d'un point critique pour ¢ ., On donc T .+
peut utiliser pour cela une réduccion 3 la dimension finie par min-max suivant E", ,(u+.u-.uo)h+h' - I -|I'Ih+|2dt + I . W"(u—:-gj h—ah— de
1'approche introduite par H. Amann [1] (veir &galement f21]). uu ° I
| + 2
THEOREME 1.1, . .. > G-y I
Deméme ¥ h EE
On suppose
1 + = g - T o2 utfy b h-
(19) A< — F'_ _(W,u ,u”)nh = —-J L R I - W=7 = de
. Al uwy ] 1
11 existe alors une unique application < - Al |h—12_
a - E
2 -~ E'xE ]
Posong p » — - ,\I '
e M T N e )} A
Par hypoth&se | est strictement positif et ce qui précéde montre que
telle que pour tout y° € g ' v es ,u EE pour tout y° € E° 1'application
. - + - - T ¢+ E"xE » E' xg
(2m $(u (u°)+u) < ¢t (W) tu W) < 2w+ s (%)) u° * *
W'y o+ [F"_(U‘.U-.uo).-F'_(u*,u“.uo))
De plus en posant np(uoj - tb(u°+u*(u°)+u-(u°)) on a: u u
et | monotone, c'est-3-dire vérifie, v x €E' x E s, ¥yE€ " x E”
o . o+ =
${u) = Jmax o omin ' S(u+u +u )
2n u EE w €E

T =T )L xy B eyl
f”) = Sin o max | #u®wta) u u ExE ExE
u €EE u €EF



e W) = P 00", = % ' e W) eu®)
u
= W0

car @'(u+(u°)¢u-(u“)&u°) appartiont 3 E°

Le thiéordme est ainsi démontré.

e

On suppusc dans toute la suite

A <

bl —
-

La relation (22) montre qu'a tout point o critique de ¢ est associé le
9 p

. e + - : -

point critique u = gy (uo) +u (uo) o u? de & . Inversement 3i u = u‘#u +u
. . ‘e + - -

est un point critique de & , i1 est clair que ut - u (uo) yu o= u (%) R

et que u° est un point critique de « .

on s'est donc ramené 3 la recherche ¢'un point critique pour ¢ sur

o . s is
E” , espace de dimennion finie n .

Dans ce qui suit on démontre d'abord que ¢ est de classe C2

on cherche des estimations de ¢ 2 1'infini pour, selon le cas,

f . @
maximiser ¢ sur E .,

. Puis

minimiser ou

On étudie dans le cas f = 0 la non trivialité du point critique obtenu.
Enfin d

on applique le thiorime d'Anbrosetti-Rabinowics.

2. REGULARITE ¢ DE o .

PROPOSITION 2.1, o 4+, 0. - o
L'application o° « U4 (W)t {u)es
a

ot 1, Y

envoie continiiment E° dans

DEMONSTRATION,
Notons @ t'application de E° dans E* ®E  donnée par

6(u°) - u‘(uo) v u (W™

ans le cas ol V est asymptotiquement quadratique A 1'infini et f» 0,

6"y est 1'unique Glément de E' ©E  tel que ' (u”+8 (%)) € £°
On a donc -
. #' W) = m(eIn®)

avec .
(63} nw’ = I’w'(u‘%ﬁ(u"n @ € gmr°
1

Ceci &quivaut 2 :

o =, O o
O O VPR CR UL R . O R
.0 " o
Hz(u°+6(u°)) + w'[!gigéﬂ_lifa - EW®) - - Di!:l sur 1~
ol ¢
2n 0.2 0
(24) E(T) = % ] |a] lﬂz(u°+§(u0)) + W'(E-:EEE—A:EJI de
aQ
On a donc
e O
w-[!‘_o_*L:'“i)_tE] - PO T ¢ M) £(®) g 1
o
- o }
w-[!figéE:lIEJ o - Py - "(““) «E(u”) s 1
o
D'oll, en utilisant (7)
_ V'[-Hz(u°0§(u°)) + ﬂi&;l + E(uo)] sur 1°
u’+B () +f o
o -
: vt [—n2(u°¢é(u°)) BCH0 e(u")] sur 1
a

L'application u® + 8(u”) est continue de E° dens E° ©E , donc

u® Hz(u°¢§(u°)) est continue de E° dans Lr({O,T 1, B™) . Les formules
23) et (24) montrent que u® + n{u®) et u’ + E(u®) sont continues de E
dans R" . On en déduit que

o

o u°*5(u°)+f
a

envoie E° dans 0.t 1, R") de facon continue.

De cette proposition on déduit :



COROLLAIRE 2,2,
L'application
R R TS

a

E° = L(E)

est continue,
DEMONSTRATION.

o =, Q
1l suffit de dire que u° =+ W"[u—:e—-‘(&f-]
dans L7([0,T ], R™) .

est continue de E°

PROPOSITION 2.3,

L'application B est de classe C!

DEMCNSTRATION,
Fogons X = E+ x B .

F:XxE" » m

((u+'u-)'un) + @(u++u-+u°)
et

T{x,u™) = (F"(x,uoj. —F'_(x,uo))
u u

On a vu au cours de la démonstration du théorgme 1.1 que :

Vyex <P;(x.u°)y.y>x - ulylx (v - %'— A; >0}

L'opérateur F;(x.uu) est donc un isomorphisme de X ([ 6 1.

Pour V" EE°, HEE® on pose

nth) = Bu%h) - (")
nth} = B{u®h) - B
On peut écrire

[r0com ,u®umy - F(8(u™) 1u®) - 110 ,u® () = 1*_(8(u%) ,u°) n
@5)

< G {In(n) 12410 }/2
avec

Cth) =  aup |F'(0(u°)+-n(h).u°+sh)- r‘(u“)e(u°)|
s€][0,1 |

Mais F(D(u°+h).u°+h) = F(O(uo),uo) = 0, en notant Yy la constante de Lipschitz
pour 0 , 1'inégalité (25) donne donc

[ri00® woynan « M0 ,wm| < aed 2 cayn
Posons u

u(s,h} = u® + B(®) + sh + gn(n)
= 8 [u®mBu )] + (1-8) [uC+B(u%)]
On a

c(h) < sup Bo" (u(s,h)) - ¢"(u(0,0))1
s€{0,1 ]

Il est clair que, lorsque h tend vers zéro dans E° , Ei!;%lii converge vers

el L MOOE o Pqa, T EY .

uniformément en s € [0,1 |. On en déduit (Corollaire 2.2) que C(h} tend vers
2éro quand h tend vers zéro. On a done

|0(u°+h)-e(u°)+{r;(a(u°).u°)1" I“O(B(uo).uo)hl < ¢ (inl
u
avec

lim (k) = ¢
h~+0

c'est-3-dire que 0 est différentiable et
(26) 6'Wh = - T (%), o 17 (B ®),u®%
u

. . . o a .
En utilisant 3 nouveau le corollaire 2.2, on voit que u -+ 8'(u”) est continue,

8 est donc de classe Cl

D'autre part (34) signifie que pour tout h € E° » B'(u%h est 1'unique
couple (v’,v-) cg’ x B tel que

A LR T YA ) BRIy PUPNCI TN I
P 1" WD W) = =pT oW +B(uO)h |

c'est-3-dire tel que



PN €
8'(t®)h  est donc caractérisé par

27 P ) [l ®h ] € g°
—_—
PROPOSITION 2.4,
L'application ¢ ast da classe C sur E° + et en tout point u°
1'indice de Morse (respectivement }e coindice) de ¢ en ° est 1'indice
(respectivement le coindice) de 1a restriction de la forme quadranque

t"(u B’y ay orthogonal pour cecte forme de 1'espace E' @ £~
———

DEMONSTRATION,
D'aprds le théordme I.1, ¥ est de classe cl -t
VA Ui BERE AT R TROY)
#' &cant Giteaux différentiable et B de classe ¢! » ¥' est Citeaux diffé-

rentiable et

e (%) = (OB (")) o (id o * 3 ®)
E

Le corollaire 2,2 montre que ¢" est continve, ¥' est donc de classe Cl

’
et ¢ de classe (.‘.2 .

D'autre part, pour tout h € g° ,

PRl = 0" (WMWY (B’ (I
= 0" W) (48" (%) h) (heB" (%) h)

car @"(uc'*ﬁ(uo))(h*ﬁ'(uo)h) appartient & E° et whHn a E‘@E'

.

Notons F 1'orthogonal dans E de E @ E™ pour la forme quadratique
" (u™8W”) . Pour tout h appartenant 23 E, + (26) montre que 1'Elément
w8’ (B appartient 3 F ., Inversement, sm.: U  appartenant 3 F , c'est-3-
dire tel que

i) y & g°
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S8i h« PyY 6'(uo)h Etant L'Elément de E* ®E  caractérisé par {2h),
on voit que
' wWh - P,u+pu
et _
u = h+@8'wWhHn

Ainsi, lorsque h décric E° v 1'élément he8' (WO)n  deric 1'espace F , d'od

le résultat énoncéd sur 1'indice et le coindice de Morsze de ¢ en o°

D ——

3. ESTIMATIONS A L'INFINI, THEOREMES D'EX1STENCE,

On définit :
NG RIS r [mu®sta®|? o L L+ v :
(28) : )
A R L Ima®oma™ 2 - L I:‘ vt
On a :
LEMME 3.1,

11 existe une constante réelle ¢ talle que pour tout u° € g°
ter” s On ait

. t | 1 2
(29) e® > min Q, , (u®uYe [____] g2 - cel - ¢
utegt bk ? o’ ko el l
- I 1 2
G0 vu®) € max Q@) [__ .__] 1£12 + ¢le] + ¢
wveg- bk ' ¥a
DEMONSTRATION.

Dans tous les calculs on note € toute cotistante ind€pendante de £ .

Soit done uonmg, EER" , on a:

I{-'L‘%Edt-ﬁ«!:
1

J_.ll‘;_]. dt-J-Zl—z-
I a

W =[5 e 1) g2
[+ ] a



D'autre part, on a :

p®) = max min _ o (uutey)
- - +
done u €E u EE

wiu? > Jmin @(u°+u+)

0 u < E
r
¢y - Ol(uo'm*) + 02(u°+u+)
et
o + o
o + . u +u +f 3
@z(u +u ) II+ a(t)[ﬂ[—-——-ﬂ-—-—) dt - JI_' |a|w{-‘.‘T+..] de
(11) donne
%4y +f 1 u°+u"+f 2 +
II+ a(ow(™ ) ar > " JI+J___‘I__L- C,e

En développant et en minorant on obtient :

Ifaw[ﬁ"%ﬁt{] - -I—[Jf'!z’jl* -2LI. |f|]

2K
Soic
o+ + .2
apEuh 5 1 IEZ+LJ u " crel - ¢
Ilf a quf I 2k Ii a l l
D'autre part en ugilisant {(12)
o o, 12
u +f 1 u +f -
L_ [a] w( —) < % L_ - +

< g2 clg) v
2K
En regroupant on obtient
+
Ot B AT S [k—lz""l—.J lel® - clel ~ ¢
a Ko
d'ell (29),

(30) se démontre de fagon analogue, en &crivant que

e < _max _ e®wy
uw CE
L ]
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LEMME 3,2,

Il existe une unique fonction Y x [ CI'+([0.T |, R) solution de ;

;:fkay - kanzm PP Bur t

T
(31) l ydr = 0

l.o - L

y = 0 sur I et s ¥ = 0

I
$i on note
T -
(32) Hi(k) = Ju I'Im(flm-yl.'k) de -
H|(k) est un réel strictement positif et on 4
(33) min @ Wy = M )2 s x (0-€ + x(6)
+ Tkt 271 1 2

v EE

odl xl(f) et x,(f) sont des vecteurs de R® indépendants de £ , fonctions

de f , tous deux nuls 8i [ =0 .

DEHONSTRATION,

On a 2

T +
+ 1 + 2 1 +i
Ql,k(uo'u ) - o= 3 L |ﬁu°+ﬂ“ |+ 3K Jl* u

a

Il est clair que QI k(un.-) est de classe C2 sur E' avec
L]

+ (1) T 2
¥YhEE , QI k(uo,“+)hh . I ~lan]? + %J . In]
' o 1

1 + 2
> (-) IhIE*
or
+

kM A l>0

+ .
QI k(uo.') est donc strictement convexe sur E et arteint par conséquent
LR + . LI
Son minimum sur E  en un unique v  vérifiant

2 Yok
(34) P* “al[[ (v*+u°) t{- + = . 0

o)



r
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e o ¢+ (TR S L 2
¢e qui s'&crit encore Ql,k(" V) o= - 3 “ Him|* + I n u)p1] le]“ « x(E)eE + x, (£)
. o o
P+(|~"|"2V+) "':" - -p*(lalﬂzu") _ p‘({} . avec . T , \ g[[
!I(f) - 7 L(n m)h- e Il+ T dt

Soit N 1'opérateur de E' dans lui-méme défini par : et

. xy(f) = 2 LWE 4

. . 2 u 2k I’ a

N(u )} = p(la]ﬂu)*';

Comme on a Il est clair que xl(f) et xz(f) oe dépendent que de f et sont tous deux

L 1 2
“Nu',u "E, > (’g - )‘;] Ty lu,,, , nuls si f =0 .
-1, + 2
n te 2 licit =N .
N est un isomorphisme de E' et (34) équivaut 2 reste & expliciter g, t (p|(]a|ﬂ ) . Ona
- - -1 =+ 2
(315} v+ = =N I(p‘(|a|ﬂ2ua)) -N I(p+[{-)] B - Nl (pl(|a{n m)) - NI(BI) - p;([a“'[zm)
+ 2 8
Remarquona que, par linfarité, - P|(|l|ﬂ 2y} + 'k—l - p;(]alﬂzm)
- - - '
o alnt®) - Nt atnZmg Hrecer rel que
. . l(ﬂzsl-c) + —k-l— = an’m sur 17
P désignant 1'opérateur de projection de E; sur E; et N, 1'opfrateyr 2
d8fini sur E, par « 31 cER tel que y = By-e soit
1 . solution de
MOD el + Vet e i
Posons

*E =Y ou !EC"’(IU.TI.R) est

-1, 2
Ry = N e {lan%m ' solution de
et . e Yy + kay = kanzn sur 1’
h = - N T T,
[P {k” (&1} I y=0
) o

(35) 2'&crit donc y e 0 sur I° et L, ¥

v - -g|£+h .

En notant Y1k la solution de {31) et
*

Calculons alors la valeur du minimum de QI I‘(v.l':',u“) « Tenant compte de {34) T
[ ]

T 2 T 2 .
on obtient Hi(k) = I ITes} 4[ May ., = I Ra(Na-y, )
T + ° o * ] *
Ql k(uo.v+) - - % I (]’Tu°+ﬂv+)nu° + ;T I . (L:-Q f de _ : on a bien )
T o I Q@) = = MO v x (D)o x|
- - % I |nu°!2 + ;_ J nzu"(—g;ﬁ*h’ + TIEI . (-3|5+h+f) éd:
o a I

My(k) est strictement positif car lorsque f =0, et u° ¢ 0, ona:



1 2 [}
S 0’y v - 2rme]? < g w00 < o
L TH®Id? < a,

LIMME 3.3,

I1 existe une unique fonction y € CI'+(|0.T l,R solution de
2,k

V+kay = kan’m Pp osur I

T
(36) J

o

0 sur ¥ et J_:’; = 0
I

On note T .
1) My(k) = L Tma-, )

Hz(k) est un réel strictement positif et pour u° = o on a

(38) max 0 L (0uT) e - 10fE)? ¢ gt ¢ x, ()
u EE *

oil x3(f) et xﬁ(f) sont des vecteurs de R" indépendants de £ , fonctions
de f , tous deux nuls si F =0 .

DEMONSTRATION.

On suit la démarche de la démonstracion qui précéde. Qz k(u +*) est
strictement concave sur E et on calcule la valeur de maxlmum, ce qui conduit
a (18)y. Mz(k) est strictement posicif car lorsque f = 0 et i s 0,
Qz,k(“o'"-) est toujours strictement négacif.

————

On peut alors démontrer :

THEQREME 3.4.

4 et V vérifiant les hypoth@ses faites au paragraphe | avec A <«J~

A#
8i 1'une des conditions L
1 ] .
(39) —— - > H|(|l:)
ou ka Ka
(40) 4oL <
Ka ka
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est réalisée, le probléme (1) admet pour tout f € E  au woins une solution,

————— e e

DEHONSTRATION,

Les relations (29) du lemme 3.1 eg (33) du lemme 3.2 donnent

. | 1 1
0% > 5 [_+ Ta n.uo] le)? - clej -

ka
Donc si
= - > ww =
on a oy Ka

Jdin  wW®) =
W+ 4
et ¢ atteint donc son minimum sur E° » espace de dimension finie. On en
déduit (Théorime 3.1) 1'existence d'un point critique pour ¢ donc d'une
eolution au probl2me | (proposition 2.3).

De méme on a ({30) et ((38))

e < [—-; - $ - Hz(k)] fel? + cle] + ¢

S —

Ka

et si —l: - —l: < Hz(k) +» ¥ atteint son maximum sur E° et la conclusicn
Ka ko

est la méme,

Les conditions (39) et (40) ne sont pas explicites et les quantités
H.(k) et Hz(k) ne geront pas toujours faciles 2 déterminer dans la pratique.
Il faut en effet résoudre les syst2mes (31) er (36). On trouvera dans [15]
différentes estimations conduisant 3 des résultats moins généraux mais d'inter-
prétation plus claire que celle des conditions {39} et (40). On utilisera ici
deux de ces estimations qui conduisent 3 des conditions explicites, Notons 3
cet effet

| 1
(41) My = [;;o-:]
a
+ .2
(42) M, = I:* {n"mj

1

od M M - — I Am .
mes 1%y 1t
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LEMME 3.5, On a ainsi

On a: _max _ Qz.k(uo,u-) < -—% H‘,‘Igl2
D osiok<i- M < v €E
1 et en comparant avec (38)
2) M, < M; (k) <
M, M, (k)
DEMONSTRATION. ' )
1) Dans le cas od £ =0 on a Introduisons les notations :
T T + 2 - 4
QI k(1.I°,l.|+) - —-;- I iﬂu°+nu"|2 + -2|—k I _IE....I_. [ k] - r'- ﬂ-‘ﬁ‘ -
' o o 2] 1 a+
X -1
1 (1 w2 g2 - Ll
| > -7 oy 2oy i Ky = [W My
donc si k< (3 e
! o + A I 1 2 k, = o E - l]
Q|.k(“ sau) = _T [;—:";:] ,EI 4 H; + u_
-1
| 1
En comparant avec (33) on obtient ) Kl' w - u_; [_k;t * Hk]
Hl(k) < "3 On peut &noncer :
2) Ona THEOREME 3.6,
Qz k(uo’“-) < - 1 JT muomu-lz Les hypothses &tant celles du théordme 1.4,
2 -
donc ' ° T 1) On suppose o >a* et K <k, . Alors ai K >K3(k) v le probleme
Jmax _Q, k(r.lo.u_} < max -~ ;- I |]1..°+\r|2 ’ (1) admet au moins une solution.
1 - - .
avec v €E VEF ° 2) On suppose a <a’ ou o Dot et k>k, . Alors si K> K, (k) ,
F = {(veE I..:(IO.T 1, /v = constante sur I‘} le probléme (1) admet su moins une solution.
. . 1 (T, o 2
Mais le maximum de - 7 I ]l[u w| sur F a#st atteint en 1'unique weETF DEMONSTRATION,
tel que o 1) Il est clair d'spris ce qui précade que si
M + 4w = 0 sur I~
fone o ; k<t e Lo Ly
= Tu sur 1 1 ka Ka
v | R il y a existence d'au moins une solution au probldme {1). Il suffic alors
= (mes 19 [14» u sur I d'analyser cette condition. Comme K <k y on doit avoir
et

RO TR J o 12 ge? & LLL] ” M
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* o
Il est donc nécessaire que ) < 0 = ¢(0)
- +* .
o >a et le maximum de ¢ est donc atteint en O .
et
k< k] En effet :
. .. ' I ) . . ] p(® < _max _¢u®) < _max _ 02(u°+u-)
Cette dernire condition entraine k <'A_ s et il faut et il suffit ensuite u €EE u €E
qua K wvérifie I ° o -
: o, ~ u u +y
k) € K < & Py (uen’) - JI, aw(=) + [ - (=)
2) Le raisonnement est identique. Cen
- a“‘ w[_.g;] + Jl_ aw[u_.;i.}
a

4. ETUDE DU CAS £ = O , La convexité de W permet d'dcrire

Notons (1') le probléme obtenu pour f = 0

W) > e ced) w
& a a a
X val'(x) = 0 et en intégrant
(1 x(0) = x(T) J alt) w(i;“_} < J a w[l';] - - w
Lx(0) = x(T) done a
0, %) < o w(E) - o w(E)
Ce probléme a une solution triviale x = 0 s le point critique de ¢ associé - + * *
L. et lorsque a <o ,
€tant nul, le peint critique de ¢ correspondant &galement, Se pose donc le
probléme de 1a non trivialité du point critique de y obtenu par minimisation ¢2(U°*u-)' <0,
ou waximisation. Or on sait que ¢ est de classe C2 y &t que son indice et

T Vel . i L encore par convexité, D'ol le résultat.
son coindice 3 1'origine asont respectivement égaux 3 1'indice et au coindice

de la restriction de la forme quadratique ¢"(0) ; .
On notera dans ce gyi suit 3

T
o @un = [ f-am?e vy By o - A
-]

-1
- . "o = B = A
3 1'orthogonal pour cette forme de 1'espace E' ® E . wo a o

Ko et ko respectivement la plus petite et la plus grande
Il n'est pas en général ais€ de déterminer dans la pratique cet indice valeur propre de A

. . o
et ce coindice, on a alors recours 3 des estimations de ¥ 3 l'origine.

On a donc ;
Signalons auparavant un cas oil la méthode décrite ci-dessus donne la

- . - +*
solution triviale : c'est le cas o <a » Car on & dans ce cas !

+
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On note également ((28))
Q]_u(u°.u+) =, w®,u")
o
0,0’y =, @00
"o
On a alors :

LEMME 4.1,

v vérifie au voisinage de zéro dans E : (u° = mf . EER"

a . o + 1 [ 1 2

(44) T B i g g0 ¢ [;T - ;:] B £E + olEl?)

(45) v(unl = ma °, B L. -!-] B + 0( 2

. e g %,0 e 2t o ot &1
DEMONSTRATTON,

+ - -
On sait que V u EE+, Yu €E ,

2%t W) € p ™ < (%t e (u%))
Donc
2t (™)) € p?) & (O (%)

Or

#(u®nu* W) - ¢|(u°-‘u*(u°)) + ¢z(u°*u*(u°))

T o, 4+ 0o
@2(U°+u’(u°)) - I atﬂ[“—t‘#a—(i—l]
[+]

o, +. 0
-"—'—t‘!;&'—l tend vers zfro dans L

(Proposition 2.1), On en déduit, en Gcrivant qu'au voisinage de 0 :

Quand u® tend vers téro dans E° R

Wy) = g By + 0(fy]D

T B (%t (W®) (et (%)
sty = 1 [ = + 0(l®1%)
o a
ce qui s'écrit encore

T B u' (™' @)

by WO’ W)

donc °

3 [ﬁ‘ﬂ Bee e 3 [ L ¢ 0l

13

o + o A t fu* (|2 12
@z(u wu o)) > 3 [u—'-u_—] BOCE + -21: I A + o(]¢]
d'oll, en regroupant, V'inépalité (44),
On obtient de la méme Fagonl'inépalité (45).
—_——

THEOREME 4,2,

Les hypothises &tant celles du théordme 3.4 dans chacun des deux cas
suivants

1 1 L !
c, J ——- > M (k) et [_.-_] < M, (k)
1,0 gp* Kax 1 Eo at o 20

| 1 U L
(€, o Lol <mm e _[__.,_] > M)
2,0 Kl-o k- 2 Ko ot o [ 3]

il y & existence d'ure solution non triviale au probléme (1),

DEMONSTRATION,

Supposons que (El 0) soit vérifife. Dans ce cas on a
"

|°|1im eW®) e s+
ul + 4o

et ¢ atteint son minimum sur E° ,

D'autre part au volainage de zéro on a
1 2 1 ([t 1 2
(%) € -3k )(E|? 4 3 [—-;—~:] BEE + 0(lE] D)
a a
Soit £ un vecteur de R" vérifiant

t
BE1 " &
[+]
et

gl -1

Pour tout s réel on a

[}

vlsml)) < % ['EI“" [—';-—-':] - Hz(ko)] a2 4 0tsh
a a

On en déduit pour s guffisamment petit vi{smf,) <0 et 1'origine n'est donc
pas un minimum de ¢ .
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¥ a donc un point critique non nul et le problime (1'} une solution
non triviale,

Le gecond cam se traite de la méme fagon en considérant v(u&z) ol
P o i
'52 vérifie BoEZ - K Ez .

REMARQUE 4.3.

On peut vérifier que ce théordme ne s'applique pas dans le cas d'un ¥

quadratique. Montrona, par exemple, que si ((:I 0) est vérifie, alors on a
*
k, >k .
Supposona le contraire, on a alors

L[L__'.] ;.i[ﬂL__!_ S I DN
ko ot o k| + o w' Ko 1

Mais on voit facilement que HI(-) est une fonction constante, donc

1 l 1
Q a

et cette condition implique que l'origine est un minimum local pour ¢ , ce qui,
d'apr2s la démonstration du théorime, n'est pas le cas loraque (CI,O) est
vérifide,

De méme, on peut voir que si (c2,0) est vérifiée, on a soit kn >k,
soit I(o <K.

e

Dans L'esprit des lemme 3.5 et théorzme 3.6, on peut énoncer i
THEOREME,
Les hypoth2ses étant celles du théoréme 3.4 avec de plus a >aot , on a

) -1

k <k3 K >K3(k)

et si la plus grande valeur propre k, de V"(0) vérifie
k, > k;,

le probléme (1')} admet une solution mon triviale.
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) si
k> il.l' K> K,’(k)
et si la plus pectite valeur propre K, de V"(0) vérifie
Kn < k’.l

le probléme (i') admer une solution non triviale.

DEMONSTRATION,

-

Elle découle de celle du théoréme 3.6, La condition ko > kl assure que
l'origine n'est pas un minimum local de ¢ , la condition kK, < ky qu'il n'est
pas un maximum local.

5. CAS OU V EST ASYMPTOTIQUEMENT QUADRATIQUE A L'INFINI.

On fait 1'hypothése supplémentaire suivante sur V ;

. . 0(x)
Vix) = A x+ 0(x) o lim T
= |xl -+ +o x
et ol A_€ LHUR“) vérifie d'une part
KI € K1 € A, < kI < kI

v { et d'autre part la condition dite de non résonnance : il

n'existe pas de solution non nulle au systime

X+ a(t)wa = 0

x{0) = x(T}

x(0) = x(T)
On a alors :

LEMME 5.1.
W * verifie

Wiy = By + 0y

_| .
avec B_ = A et liew = 0

lyl + 4o

(46)
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DEMONSTRATION,
Tout d'abord, de 1'inégalicé [V'(x)| < A{x' on déduit en utilisant N

lim @'y} = 4w
Iyl-b‘vw

Soient slors y€E et x = W'(y) , De 1a relation

y = V{x) = Ax + 0(x)

on tire -1 "

Wiy} = &'y« AL O (y))
Maig

-1
(A" ow* ¢y < L 10 Low i)
T¥l K, Tyl ICAEER] ]
L1 Jo' )
< ¥,oe TTiml

et donc

I 0w vy
lim —————ur-r-—~ = 0
Iyl @ Y
d'od le résultat.

B

Rappelons que l'on a noté L V'opErateur d&fini sur h par
T
2 I 2
Llu = - [a] [n u-= I {aln u]
[1]
et dEfinissons 1'opErateur T sur E par
T
- u_L [0 la}
Tu In' [Bﬂ 23 Jo 7 Buu dt]

LEMME 5.1,
L'opérateur (-L+T) est un iscmorphisme de E.

—
DEMONSTRATION,

On sait que L est un opérntedr compact (I, Proposition 2.1}, vériflions
que T est un opfrateur de Fredholm d'indice zéro,

Soient w,v appartenant 2 E . L'&quation fTu = v fquivaut 2
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v = [a! [Bﬂ%-{] avec 56!1"
soit

(4" e TaT A a Af

En int&grant entre 0 et T on obtient

T
. + = - - a
{48) (o)A L ToT A

5t o o o* » (47} et (48) déterminent 1'unique u vérifiant Tu=v ,
et T est dana ce cas vn isomorphisme,

Si o =a* + on vérifie aisément que le noyau de T n'est autre que
1*espace E° , et amon image 1'espace E' + E- «» L'opérateur T est donc
Fredholm d'indice zéro.

On en déduit que 1'opérateur (~L*T) est dans les deux cas un opérateyr
de Fredholm d'indice z8ro. D'autre part, on a :

LD =0 w nlu+p Yepep

X = ﬂzu ~ £ est sclution de
X+a Ax = 0
x{0) =« x(T)
x(0) = %(T
et puisque A, vérifie 1'hypoth2se de non résonnance, (-L+T) est injectif.

On en déduit que (-L+T) est un isomorphisme de E ,

PROPOSITION 5.2,
Toute suite ug d'éléments de E pour lagquelle 0'(ui) tend vers zéro

admet une sous-suite convergente. La fonctionnelle 4 wérifie donc la condition
(C) de Palais Smale.

DEMONSTRATION.
On a T
(W) = - Lu+ |af [w'[-g] -;'; ! |a] w'[;,‘i]]

[+]
done
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/o
i ®'(u) = (=L+T)u + R(u)

en notant

R(u) = Ja]

T
o) -5 | 1l o)

Pour tout € >0 il existe une constante C telle que
vyer" 0] < elyl+ ¢
on en déduit facilement

|R(u)|E < 2 lulE +C
Hais (49) donne

u s (-7}

(%' (W -R(u))

done

ly, < 1D (et + IRy
d'ol
'l > (-wn ! - ) lulE -C

Il suffit de choisir ¢ <

t(-Lemy "1 .
g pour obtenir

lim o' (wll = + =

Tul_ + 4=

E
Soit alors une suite (ui)i EN d'éléments de . E rella que
$'u) » 0 dans E

D'apr2as ce qui préc2de la suite u; est bornée, on peut donc supposer qu'elle
converge faiblement dans E vers un €lément u . Mais on & ¥ i €N

2 '}
(50) ' (u) = 4 [n u, + w'[;‘-] - Ei]

avec T ..
g om g [ el [ - G

I1 est clair que la suite Ci est bornée, on suppose donc qu'elle converge
dans R" . (50) €quivaur alors 2

3%

¢'(ui) 2
u.l - |a| V' —Tﬂ"“ - “ ui. + ‘;l]
¢’ (u.)
i /2, 2
LU 2] 7 e8)

Pbeons

11 est clair que W, converge fortement dans I..2 , et que

u. v,
1 - a g 1[
1/2 172 { 1 2]
lal ] la|
PP s 2 a M w .
On vérifie facilement que pour tout wEL" , T—TT7T v ]—]175 appartient
2 : a a
a L,

Un théordme de Krasnoselski ([ 4 ]) asaure qu'alors l'application

v o+ -l:la—ﬁ.-z- v' [Ia—lul-ﬁ-] est continue de L% dans L%, On en déduit que
u; converge dans E .

La fonctionnelle ¢ vérifie donc une condition plus forte que la
condition (C) de Palais Smale. En effet cette condition de Palais Smale est la
suivante ¢

||.|.1|E < C

- w posséde une sous-guite convergente
$'(u) + 0

CORCLLAIRE 5.3.
¢ vérifie la condition (C)} de Palais Smale.

DEMONSTRATION.
. o
Soit (ui)i EN
vers zéro dans E° . On a ((22))

une suite d'&léments de E° celle que w'(ui) converge

r®) - LY (™
¢! u) 4’ {u;)
avec
¥, 0 -, 0 o
u, = u (ui) +tu (ui) + ui)
D'aprds la proposition qui précéde, la suite u; admet une sous-suite conver-

o
gente dans E , donc ug - po(ui) admet une sous~suite convergente dans E° ,

ce qui démontre le cornllaire.
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On note Ql'w L] Ql,kw H Qz.m - Qz,k « On a:

_ .
LEMME 5.4. '

Au voisinage de L'infini ¢ vérifie : (on note ¢ = mE )

(s oW’ > min g (") 41 [JT«L_} 8,55 + 0(]5]?)
u €E * a a

(52) P K max _q, () 41 [%-%] B_EE + o(]e|D
u €& ' c a

DEMONSTRATION,

De la propriété W'(y) = By + 0(y) on déduit :
NO) = 3 Byy e 0yl D) 3 'infini.

On utiliee slors la proprifcé

e®) > st (%)

qui donne T
e > 6 @t ¢ 1 I 1 8,05t (6®) (WPeu* (%) de
[+ ]
+ IT a0 [ --—-———"'o’“‘(uo) 2] dt
denc 0 *

AL IR IO PR oy MY T L L+--'-_.] BEC + 0(l|2
On en déduit (51). °

On démontre (52) en &crivant w(uo) <0(u°4u~(u°)) .
——

On peut alors Enoncer :

THEOREME 5.5.

On suppose que V vérifie les hypothézes (VI)'WZ)'(Vn) avec A <—!;- .
Dans chacun des deux cas suivants 1 xl

s'l_.

. 1 {1 '
1) = [T‘L-] < Mytk) et [-'—;—’_-] > M) .
L § a o ‘a o
Rlrd o meo « LY cuey
e Ny a Ko 0’ ﬂ- °

le probl2me (I') admet au moins une solution non triviale.

4|

DEMONSTRATION.

Remarquons tout d'abord que 1'hypoth2ac (V) implique que (UJ) est
réalisée pour tous rfels k et K vérifiant

K < Kk Sk, < k

Cas 1*) : Le lemme 4.1 moatre que la relation Fl_ E;--—I:] > Hl(ko) entraine
que 1'origine est un minimum local serict pour ¢°. ¢

D'autre part, natons EI un vecteur de W" tel que :

BE, = ) et gl -

D'apr2s le lemme qui précide et le lemme 3.3, pour s ER :

avec

visnt)) < 1",» [:'- [‘:—Lul_] - Hz(k,,)] o2« 0(s?
o o

2
lim -%‘i—’ -0
A+ 4o 5

On en déduit o - [-';-—':] <My(k) que
@\ a
lim \P(!mﬁl) - -=
[
et en particulier qu'il existe un s €ER te! que pour u‘l’ - '|"'51 on ait
e(u]) < 0
Comme ¢ vErifie 1a condition de Palais Smale, on peut appliquer le

thfordme d'Ambrosetti-Rabinowitz [3) et conclure 2 {'existence d'un point

critique non nul pour ¢ . D'oll le résultat,

Cas 2%) : Le raisonnement est le mame. L'origine est un maximum local strice

puisque
EI_ [_!;'--l—-] < HZ(ko)
ola a

Si 9 €Rr" vérifie
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1
Bt = © £y ot lr,zl = ]
0wy
pour un s, ER sulfisamment grand, on a

?(lzw£2) >0 ((lemmes 5.4 et 3,2))

et le théorime d’Ambrosetti-Rabinowitz s‘applique.
REMARQUE 5.6,

On peut vérifier (remarque 4.3) que ce théordme ne e'applique pas dans
le cas ot V est quadratique.

e et ——

On a également le théordme moins général :

THEGREME 5.7,

Les hypothéses &tant celles du théoréme 5.5, le probléme (1') admet au
moins une solution non triviale dans chacun des deux cas :

") k, >k, et K, < kg
2%) K, < k4 et K, >k,

(11

(2]

(3]

(41

6]

(7]

181

1

[10]

(u]

{12 ]

{131
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