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Equations aux dérivées partielles/Partial Differential Equations

Un probléme elliptique semi-linéaire sans condition
de croissance

Djairo De FIGUEIREDO et Jean-Pierre Gossez

Résumé — Om étudie la résolution du probléme de Dinchlet pour Péquation —Aw=f (u)+h dans
le cas ou la non-lhinéarité f ne satistait aucune condition de croissance.

A semilinear elliptic problem without growth condition

Abstract — We study the solvabil.ty of the Dirichlet problem for the equation —Au=j (W)+h in the
case where no growth condition is irposed on the norlinearity f.

Soit © un ouvert borné de R™, N2, et soit f une fonction continue de R dans B. On
s'intéresse & I'existence d'une solution pour le probléme de Dirichlet

(1) —Au=f(u)+h(x) dans Q u=0 sur éqQ,

ou h est une fonction (ou distribution) donnée sur €. Le potentiel associé

5
F(s)=J S (£)dt est suppose satisfaire la condition de non-résonance
0

2F (s)

2

(2) © limsup
s~ §

<hy,

ou A, désigne la premiére valeur propre de — A sur Hy ().

THEOREME. — On suppose (2). Alors, pour chague he L™ (Q), il existe ue Hy(Q) tel que
f@ el (Q), f(wueLl (Q) et u satisfait (1} au sens suivan: :

3) '[Vu.Vv=ff(u)v+J he
Q [+] }

pour tout ve HL () ML= () et pour v=1u.

L’existence d’une solution est bien connue lorsgu’en plus f vérifie la condition de
croissance
(4) |/ ()| =a|s| " +b

oug<w si N=2et g=2N/f(N-2) si N2 3. La fonctionnelle correspondante

o= I |Vu|2-J F(u)u'[ hu
2 fl 0 a

est alors C' sur H3(Q) et par conséquent tout minimum de ® sur H2(Q) [qui existe
d’aprés (2)] satisfait (1) (voir par exemple [1]). Divers travaux ont été consacrés a l'intro-
duction de non-linéarités fortes dans les termes d’ordre inférieur d’une équation elliptique
(voir par exemple [2] 4 {9]). Dans chacun de ceux-ci une certaine condition de croissance
d’un seul coté est imposée A f, par exemple la condition de signe f(s)s<0 introduite
dans [2], ou la condition f (s)sgns <L (s)+c¢ [ou f(s)sgns2 —L(s)—c] on L(s)=0(]s!?")
a linfini considérée récemmen: dans [9]. L’intérét du théoréme ci-dessus réside en
I'absence totale de restriction a la croissance de f.

Note présentée par Jacques-Louis Lions.
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Le théoréme résulte des quatre propositions ci-dessous, qui corrgspondent a divers
comportements de f a linfini.

ProrosiTioN 1. — On suppose
(3) inf f (s)= —cc, supf(s)= + .

320 $50
Alors, pour chaque he L™ (), il existe ue H}(Q) N L=(Q) qui satisfait (1) au sens faible
usuel [c'est-d-dire (3) a lieu pour tout ve HL{Q)].
Démonstration. — D’aprés (5) il existe a<0<b tels que f(a) 2| hl|, et f(B)S —||h]l..

Posons [ (s)=f(s) pour sela, b}, f(s)=f(a) pour s<a et f(s)=f(b) pour s>b. Le
probléme '

(6) —Au=f(u}+h(x) dans Q,  u=0 sur 8Q

admet une solution u (au sens faible usuel) puisque 7 satisfait (2) et (4). On va montrer
que a=u(x)=b p.p. dans Q, d’ou u est solution du probleme initial (1). Démontrons la
seconde de ces incgalités (argument analogue pour la premiére). Posons u, (x)=u(x) si
u(x)sbhetu,(x)=>bsi u(x)>b. Posons aussi w=u—u, Il suit de (6) que

jw.w:j (7 @)+ M w.
n Q

Chaque intégrale ci-dessus porte sur {xe€Q; u(x)>b}, domaine dans lequel Vu=Vwu,
Ff)+hs0et w20. 11 s'ensuit que J. |Vw[?<0, dos w=0p.p.
f

QE.D.

ProposITION 2. — On suppose (2) et
(7 inf f(s)> —co, sup f (s)< + oC.

s20 s50
Alors, pour chaque he H™'(Q), il existe ue H}(€)) tel que f(u)e L' (), f(W)uel'(Q) et
(3) a lieu pour tout ve H{ () N L™ (Q) et pour v=u. De plus, u minimise ® sur H){Q).
Cette proposition est un cas particulier d’un résultat de [9].

ProrosiTiON 3. — On suppose (2) en — oo et

%) inf f (s)= —ec, sup f (s) < ¢o.
520 E50

Alors, povr chague he L'{Q) borné supérieurement (o r>1 si N=2 et r=2N/(N+2) si
Nz3), il existe ue HL(Q) borné supérieurement tel que f (W)e L' {Q), f (Wuel'(Q) et (3)
a lieu pour tout ve H} (Q) N L* () et pour v=u.

Démonstration. — D’aprés (8) il existe #>0 tel que f(b)< —suph. Posons f (s5)=/(s)
pour s<b et f(s)=f(b) pour s>b. Par la proposition 2 il existe reHL(Q) tel que
Jwel (@), Fwyuel'(Q) et

) IVu.Vv=If(u)v+J ho
1 f fl

pour tout ve Hy(Q) N L*(Q) et pour v=u On va montrer que u (x)<h p.p. dans ©,
d’ou u est solution du probléme initial (1). Posons T= —Au—he H™ ' (Q). D’apreés (9),

(T, ¢>=Jf(u)¢
Y
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pour tout eZ(€2) [ou { , ) représente la dualité entre H™'(Q) et H}(Q)), ce qui
montre que T=7 () en tant que distributions. Définissons, comme dans la démonstration
de la proposition 1, w=u—u, On a fu)weL'(Q). En effet fu)w=0 dans
{xeQ u(x)=0}, et dans { xeQ; u(x)#0} on a
|j‘(u)w|=|f(u)u||w;‘u|§|f(u)u]eL1(Q).

Il suit alors du théoréme de Brezis-Browder [10] que

(T, W>=Jf(U)W,
Q

f Vu.Vw:J f(u)w-f-f hw.
[¢] Q ¢

On peut alors poursuivre 'argument comme dans la démonstration de la proposition 1.
QED.
La proposition 4 est analogue a la proposition 3 et concerne le cas ou [ est borné
inférieurement sur R* mais n’est pas borné supérieurement sur R~

c'est-a-dire que

Remarques. — (i) La condition (2) n’intervient pas dans la proposition 1. De plus,
pour ke L* () donné, I'hypothése (5) peut clairement étre affaiblic.

(i) La solution construite dans la démonstration de la proposition 1 peut ne pas
correspondre 4 un minimum de ®, comme le montre I'exemple ci-dessous.

{11) L'opérateur —A peut étre remplacé dans (1) par un opérateur différentiel linéaire
du second ordre sous forme divergence, symétrique, uniformément elliptique, a coefficients
L. Un résultat analogue vaut aussi pour le probléme quasi linéaire

—A u=f(u}+h(x) dans Q, u=0 sur &Q,

ol —A, l<p<ac, représente le p-laplacien. La condition de non-résonance (2) peut
aussi étre affaiblie, comme dans [9). II suffit par exemple que

lim sup 2F@) -4, s? <0
seta sl
pour un g avec 1<g=<2.

(iv) La proposition 1 sapplique entre autres lorsque F (s)=2, s%/2 sins. Les méthodes
de {11] ne permettent pas de traiter cet exemple de non-linéarité oscillante {car f(s) n’est
pas a croissance linéaire, cf. exemple 4.7 de {11]).

Exemple. — Soient he L*(Q), a<0<bet feCla, b} avec f (a) 2 || k|, et f (B)< — || |-
Soit veHy(Q) NL*(Q) avec infv>a et supv=c>b, On étend £ continliment sur [b, c]
par une fonction affine sur [b, (b+c¢)/2] et par une constante K sur [(b+¢)/2, ¢]. On
étend ensuite f contindiment en dehors de {a, c] de fagon 2 satisfaire (2) et (5). Enfin la
constante K est choisie suffisamment grande pour que

()< —||F”Lm(,',,,,nl—“h||me,(b—a)|ﬂ|.
La démonstration de la proposition 1 fournit alors une solution u de (1) qui veérifie
asu (x)£b p.p. dans Q. Par conséquent
QW2 —|[Fllie o, Q)= [k o= @ b-a)|R],
c¢ qui montre que ¢ n’est pas minimum en u.
Nous remercions Aomar Anane pour diverses discussions liées 4 cette étude.
Note remise le 12 décembre 1988, acceptée le 19 décembre 1988.



280 C. R. Acad, Sci. Paris, t. 308, Série 1, p. 277-280, 1989

REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES

[1} D. DE FIGUEIREDQ, Lectures on the Ekeland variational principle with applications and dérours, L.C.T.P,,
Trieste, 1988.

[21 F. E. BROWDER, Proc. Symp. Pure Math., Amer. Math. Soc., 23, 1973, p. 269-286.

[3] H. BrezZis et L. NIRENBERG, Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa, 5, 1978, p, 225-326.

[4] D. DE FIGUEIREDO ¢t J.-P. Gossez, J. Diff. Equat., 30, 1978, p. 1-15.

[5] 1. WeBB, J. Lond. Math. Soc., 21, 1980, p. 123-132.

[6] H. Brezis et F. E. BROWDER, J. Math. Pures Appl., 61, 1982, p. 245.253.

[7] R. HEMPEL, J. fiir Math., 333, 1982, p. 175-190.

[8] A. BENKIRANE et J.-P. Gossez, An approximation theorem in higher-order Orlicz-Sobolev spaces and
applications, Studia Marh. (4 paraitre).

9] A. ANaNE et J.-P. Gossez, Strongly nonlinear elliptic problems near resonance: a variational approach
(a paraitre).

[10} H. Brezis et F. E. BROWDER, C. R. Acad. Sci. Paris, 287, série A, 1978, p. 113-115,

[11] D. De FiGUEIREDO et J.-P. Gossez, Nonresonance below the first eigenvalue for a semilinear elliptic
problem, Math. Ann,, 281, 1988, p. 589-610.

D.deF.: IM.ECC., UNICAMP,

13081 Campinas, §. P., Brasil;

1-P. G. : Département de Marhématigue, Campus Plaine, C.P. 214,
Université libre de Bruxelles, 1050 Bruxelles, Belgigue.






