INTERNATIONAL ATOMIC ENERGY AGENCY ot
} UNITED NATIONS EDUCATIONAL, SCIENTIFIC AND CLULTURAL QRGANIZATION &
;-‘-w- INTERNATIONAL CENTRE FOR THEORETICAL PHYSICS
LCT.P., P.O. BOX 586, 34100 TRIESTE, ITALY, CasllL. CENTRATOM TRIESTE

SMR/402 - 22

COLLEGE ON SOIL PHYSICS
9 - 27 October 1989

"Etude de L'Echantillonnage d'un Phenomene Bi-Dimensionnel par
Simulation d'une Fonction Aleatoire”

M. VAUCLIN
Institut de Mécanique de Grenoble
C.N.R.S.
Saint Martin d'tiéres
France

Please note: These are preliminary notes intended Jor internal
distribution only.



ETUDE DE L'ECHANTILLONNAGE D'UN PHENOMENE BIDIMENSIONNEL PAR SIMULATION
D'UNE FONCTION ALEATOIRE.

2 2
J. MUNOZ-PARDOl, J.F. BOULIER™ et M. VAUCLIN

1) Departamento de Engenieria Hidraulica
Pontifica, Universidad Catolica de Chile
Casilla 6177 -

Santiago - Chiti

2) Institut de Mécanique de Grenoble
BP 53 X
3804} Grencble Cédex - France

RESUME. On présente une analyse critique de cing plans (réquliers
carré et triangulaire, quasi-régulier, aléatoires pur et stratifié)
d'échantillonnage classiquement utilisés en physigue du sol et en
agronomie, mais rarement justifiés au plan théorique. Cette étude est
effectuée par simulation._d'une Fonction Aléatoire Stationnaire au 2&me
ordre et isotrope dans R, par la méthode des BRandes Tournantes
(Matheron, 1973), le générateur monodimensionne? étant de type
spectral. L'approche utilisée s'avére Plus précise pour restituer les
variances et les fonctions de structure {de type exponentiel et
sphérique) et plus économique que les autres méthodes actuellement
disponibles. Les résultats mettent en évidence l'intérét des maillages
réguliers et notamment carrés pour une bonne estimation simultanée de
la valeur moyenne, de la variance et du variogramme d'un phénoméne
stationnaire isotrope.

1. INTRODUCTION

Dans le domaine de la Science du sol, prise au sens large, cette
derniére décennie a vu se développer de nombreuses expérimentations
"in-situ" a différentes échelles d'espace (de quelques m“, a plusieurs
centaines d'hectares). Les résultats mettent clairement en évidence une
possible autocorrélation entre les observations. Cela conduit &
invalider 1'approche statistigque classiquement utilisée depuis fort
longtemps qui Pré-suppose 1'absence de corrélation et donc & mettre en
ceuvre d'autres méthodes d'analyse. On constate également une grande
diversité des schémas d*échantillonnage, généralement congus pour
estimer simultanément la valeur moyenne, la variance et la foncticn de
structure du phénoméne réel, mais rarement justifiés au plan thécrique.
La théorie des variakbles réqionalisées (Matheron, 196%) permet
d'étudier la variabilité spatiale des phénoménes naturels, en tepant
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838 J. MUNOZ.PARDO ET AL

compte de la dépendance spatiale des observations. Elle se rév&]e‘ _
également bien adaptée a 1'étude des plans d'échantillonnage du milieu
qéophysique, 7

On présente jci une analyse comparative de 5 schemas classigGuement
utilisés en Science du Sol et en Agronomie, par la technicque de
simulation d'une F.A. stationnaire au 2éme ordre, isotrope dans R,
fondée sur la méthode des Bandes Tournantes, le genérateur :
monodimensionnel sur chaque ligne étant de type spectral. L'objectif
visé de chaque schéma est la meilleure estimation simultande des 3
paramétres definissant la F.A.

2. MATERIEL ET METHODES D'ETUDE
2.1, Les Plans d'Echantillonnage Retenus

Comme il a été précédemment indigué, 5 schémas d'échantillonnage ont
été étudiés (Fig. 1)
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Figure 1. Schémas d'échantillionnage étudiés, constitués de NP=49
A
observations sur une surface carreée.
a) - Le maillage régulier carcré (n° 1}, trés couramment utilise

{e.g. Burgess et al, 1981 ; Journel et Huijbregts, 1978 ; Vauclin et
al, 1983 ; Gonzalés, 1985 ; Ruelle et al, 1986 ; volz, 1986) notamment

pour 1'analyse des données par les techniques spectrales (Gutjabhr,
1985) .
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b) ~ Le maillage gquasi-régulier (n°® 2) consiste a placer les
points avec une densite différente par exemple, une plus forte
concentration dans la zone centrale de la surface (Vieira et al, 1983).

¢) - Le maillage stratifié (n® 3), souvent rencontré dans la
littiérature miniére (Matheron, 1970 ; Journel et Huijbregts, 1978
Ripley, 1981;}.

d) - Le maillage aléatoire pur (n° 4), fréquemment utilisé en
Sciences du Scl {(e.g., Russo et Bresler, 1980 ; Bresler et al, 1981
Yates et Warrick, 1987) et en hydrologie (e.q., Creutin, 1987).

e) - Le maillage régulier triangulaire (n°® 5) assez souvent
rencontré en pratique (e.g., Burgess et al, 1981 ; Passerat de Silans,
1986) .

i

r

2.2. La Méthodologie

L'analyse et la comparaison de ces différents plans ont été effectuées
pgr simulation d'une F.A, stationnaire au 2éme ordre et i1sotrope dans
R . La méthode consiste & généref NS réalisations z(;), {;QR } d'une
variable assimilée a une F.A. Z(x} présentant certaines caractéris-
tigues (valeur moyenne, variance et fonction de structure) imposées et
vérifiant les conditions suivantes :

E{Z(X}} = m /la/
E{[7(x + h) - m][26G0 - i} = C(x) /1b/

ou m est la valeur moyenne, C(r) est la fonction de covariance qui ne
dépend que de la distance r=|E| entre les points x.

Ainsi, partant de la connaissance quasi-parfaite du phénomene sur
une surface bornée S obtenue par la génération de N valeurs régionales,
sur une maille extrémement dense, on extrait une information
tragmentaire {constituée de NP valeurs assimilées i des observations)
selon les différents plans d'échantillonnage retenus.

La simulation fournit donc NS réalisations des erreurs de
fluctuation R_, d'estimation R_ et totale R_ des parametres de la F.A.
définies (Matgeron, 1970) respectivement par :

R = a—aR f2a/  ; RE = aR-a* 72/ RT = a-a* /2c/
ol a est :la valeur théorique des paramétres de la F.A. (moyenne,
variance, fonction de structure) ; a_ est l'estimateur reégiocnal de a
sur § ; a* est l'estimateur expérimental de a_ sur S.

Pour les différents plans d'échantillonnage, 1l est donc possible
de calculer ces différentes erreurs R et les variances associees qui
doivent vérifier les conditions suivantes :

E{R}

o /3a/ var.{R} est minimum /3b/

et de comparer les résultats entre eux afin d'apprécier 1'influence du
dispositif sur la qualité des estimateurs des paramitres de la F.A,
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2.3. lLa Technique de Simulation Utilisée

Elle est tondée sur la méthode des Bandes Tournantes initialement
développée par Matheron (1973), couplée & un générateur
moncdimensionnel spectral du type de celui proposé par Mantoglou et
Wilson (1982).

Alors que la méthode des Bandes Tournantes est assez couramment
utilisée en génie minier pour simuler des champs aleatoiregs dans R,
elle apparalt moins répandue pour des applications dans R~ en raison
essentiellement des difficultés de relier les covariances mono et
bidimensionnelles. Antérieurement A Mantoglou et Wilson (1982) on peut
néanmoins citer Chiles {1977) et Delhomme (1979) qui proposent des
solutions approchées pour certains types de fonction de covariance.

+ . .
2.3.1. Principe. A chaque point x_ de la surface S est assignee la
valeur simulée zs(xp) donnée par

L
z dx,) = f z 19 /4/

ol L est 1'abcisse du point x_ sur la ligne 1 et L est le nombre tota
de lignes tournant autour d'une origine arbitrairement choisie dans R

Par analogie aux phénoménes temporels, le générateur sur chague ligne
est pris de la forme

z. (1) =

M
L
k=

alu) cos () ¢ + o) 5/
1
ot : w est la fréquence angulaire (rad/m) correspondant au Keme
harmonigue, M étant le nombre total d'harmoniques ; cos {(w ¢ + ¢, ) est
un modéle dit "de phase" dans lequel ¢ sont des angles aleatoires
umiformément distribués sur [0,2n) et @’ = u_ + fw, 6w étant une
frégquence aléatoire (petite) introduite pour éviter les éventuelles
périodicités,

Dans l'equation /5/, of{w )} est un coefficient pondérateur
permettant de restituer la fonction de densite spectrale, donc la
variance. Il est possible de montrer (Munoz-Pardo, 1987) qu'il
s'exprime de fagon exacte par :

Yol %
- . 6
u(mk) 2 { . sltw) dw} /6/
k-k
ol 5. (w) est la transformée de Fourier de la covariance
monodimensionnelle C (g) relieée & la covariance bidimensionnelle
imposée C(r) par l'éjuation (Mantoglou et Wilson, 1982)
2 Cl(c)

=2 | 3
C{r) . [O (rz—;zyk 4 /17
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La densité spectrale Sl(m) prend alors l'expression
™ L]
; == I ’
5](m) 3 Jo (r) Jn(mr)rdr B/
qui reportée dans l'equation /6/ conduit a
W
k+ -
u(mk) = {2 J g wl C{r) Jo(mr)r.dr]dw)% 79/
w
k-% )
ou JO est la fonction de Bessel, de lére espéce, d'ordre 0.

Les expressions de a(w, ) correspondant aux covariances
bidimensicnneiles les plus couramment utilisées en Sciences du Sol
{exponentielle et sphérique) sont les suivantes

- modéle exponentiel (longueur d'autocorrélation ae)

2
_ . 2a 2 2 -k 2 L2k
a(wk) = {ae k“k—% + l/ae) (mk+% + l/de) 1} 10/
- modéle sphérigque (portée a})
*pour T, = w, a < 7
k k 2n+2 2n+2
- 2
5 - N (Uk_'_;,a/z) (wk‘%a/ ) ;5
olw )={20 I (-1 A 11
( K=t (-1) YRTYSIE, (n}} /llas
n=o
* pour Tk 2 7
alw ) = {202[F(m ) - Flo )]]5 /1lb/
k k+¥ le=d
o

H F =1 + + -
avec (mk) AJO(Tk) B(l Tk Jo(u)du) + CJI(Tk)
ou : A = 3/2 T2 i B=a + 3/2 T3 ; C= 3/2 T

: k' k * k

Le détail des calculs est fourni dans Munoz-Pardo (1987).
Contrairement a Mantoglou et Wilson (1982) qui estiment u(mk) (Eq./6/}
par l'approximation

alw ) = 2(8 (w )Aml!s /r2/
k 1k

ce qui revient i discrétiser 1'espace de Fourier i pas Aw constants
le coefficient pondérateur est ici déterminé par la résolution
itérative des équations /10/ ou /11/ selon la covariance utilisée.

Cette méthode revient 3 calculer de fagon plus exacte, 1l'aire sous la
courbe Sl(m).

2.3.2. Précision du générateur utilisé. Pour apprécier la qualité du
yenérateur proposé (Eq./9/} deux expériences identiques A celles de
Mantoglou et Wilson (1982) ont été effectudes, tant pour la statistique
d’ensemble d'un nombre fini de réalisations (N5=400) que la statistique
spatiale d'une réalisation (moyenne nulle, variance unité} en 1600
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paints situés aux noeuds dfune grille 40x40m superposée 4 une surface S l'aide des concepts d'erreurs de fluctuation (pour la donnée
carrée (L, = 160 m). Deux fonctions de covariance ont ete régionale), d'estimation et totale (pour la donnée expérimentale) et de
successivement utilisées : i) le modéle exponentiel de longueur variances associées (Egs./2/ et /3/}. Elles sont calculees par la
d'autocorrélation, a =lm. i} le modéle sphérique de portée a vhoisie moyenne arithmetique des 50 réalisations.
de fagon a ce que 1'Echelle intégrale des deux modéles soit
cquivalente, soit a=3,16 a- Tableau 1. Estimation de la moyenne théorique (m=0) par
L'ensemble des résultats présenté dans Munoz-Pardo (1987) peut se la moyenne krigée, pour le 5 plans d'échantillonnage.
résumer de la fagon suivante
i) les moyennes d'ensemble et spatiale préservent la statistique
théorique, confirmant ainsi, par voie "expérimentale" le caractére
ergodique de la méthode des Bandes Tournantes. E{R_} = 0,046 ; var.{R_} = 0,0961
ii) par comparaison au générateur de Mantoglou-Wilson (MW}, la F ¥
méthode proposée (MP) pour calculer le coefficient de pondération a@uk)
conduit globalement & de meilleures restitutions des parametres Ne plan
(moyenne, variance et fonction de structure) de la F.A. et ce, aussi (Fig.1)
bien pour la statistique d'ensemble que spatiale. Cela apparait encure
plus nettement dans le cas du modéle sphérique, non traité dans
ltarticle de Mantoglou et Wilson (1982). EIR | 0,0026 | o,0148 [ 0,0066 | 0,0059 | 0,0161
1ii) l'examen détaillé des fonctions de structure montre qu'elles k
sont trés sensiblement mieux restitudées au voisinage de l'origine, avec var.{R ]} 0,0054 0,0233 0,0030 0,0126 06,0024
le générateur MP. E
iv} l'utilisation de ce dernier engendre un gain de temps calcul EIR 1 0,0441 0,0615 0,0533 0, 0408 0,062%
tris appréciable, dés lors gu'il s'agit de simuler un grand nombre de T
réalisations (85 % environ p our NS = 400). On pergoit son intérét Var. (R, ] 0,1143 0,1503 0,1069 G,1197 0,1074
pratique dans les cas d'utilisation de champs aléatoires simulés dans T
des modéles déterministes.

Tableau 2. Estimation de la variance théarique (02=1)
3. RESULTATS DE L'ANALYSE DES SCHEMAS D'ECHANTILLONNAGE

L.'analyse est fondée sur 50 réalisations d'une F.A. sur une surface
carree § (LS = 140 m). Les caractéristiques adoptées sont les E{RF] = 0,064 ; Var.{RF] = 0,0661
sulivantes
i) la F.A. est de moyenne nulle, de variance unité et de
fonction de structure définie par un modéle sphérique de portée N° plan
a=63,2m, et d'effet de pépite nul. (Fig.1)
ii) wocans chaque réalisation, la donnée régionale est constituée
de 1600 valeurs générées par la méthode MP exposée précédemment, en des
points situés aux noeuds d'une grille 3,5x3,5 m. E{R } 0,0019 | 0,0930 | 0,0046 | 0,0318 | 0,0128
iii) la donnée expérimentale est constituée de 49 valeurs E
réparties sur S, selon les schémas visualisés fig. 1. On notera gue var.{R_} 0,0077 0,0274 0,0198 ©,0764 0,0115%
cela constitue bien souvent le maximum d'observations techniquement et £
&L mnomiquement réalisables. E[RT} 0,0660 | ©0,1570 | 0,0690 | 0,0960 } 0,0770
iv) les paramétres du générateur sont : L = 16 ; M = 39 ;
AL = 0,875 m. var.{r, | 0,0604 | 0,1219 | 0,0663 | 0,0979 | 0,0811

3.1. Estimations de la valeur Moyenne et de la Variance

I} apparait gue le plan n® 1 (régulier carré) fournit la meilleure
rour les 5 plans d'échantillonnage, les résultats relatifs aux estimation de la valeur moyenne régionale (E{R_} est minimum), les
estimations de la valeur moyenne krigée, et de la variance sont variances d'estimation et totales étant toutefdis comparables et
présentés tableaux 1 et 2 respectivement. Ils sont exprimés a faibles pour les trois plans réguliers (n* 1,3 et 5). Les meilleures
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e€stimdtions de la variance régiocnale et théorique sont obtenues avec le
schema n° 1 {tableau n® 2) ; les autres plans réguliers 3 et 5 donnant
des résultats assez corrects également.

3.2. Fstimation de la Fonction de Structure

La fiyure 2 présente, en fonction de la distance entre points, les
erreurs d'estimation E{R_, de fluctuation E{R_Jet totale EIR | des
demi-variogrammes calculés selon les § plans d'échantillonnage. La
filgure 3 donne les variances coirespondantes, normalisées par le carré
des demi-variances théoriques vy (r).
Alors que les erreurs apparaissent comparables pour les 5 plans
(Fig. 2), le plan régulier carré (n°® 1} permet, sur l'ensemble des
' distances de calcul la plus faible incertitude sur l'estimation du
demi-variogramme régional (Fig. 3), suivi du plan régulier triangu-
laire (n® ). On notera que seuls ces deux plans conduisent a
Var.{RT]/Y (r) » 0 au voisinage de l'origine.

E{R;}
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. de fluctuation R_ et
NP = 49 observations.

Figure 2. Espérance des erreurs d'estimation R
totale RT du variogramme. NS = 50 réalisations
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Le tableau 3 donne les résultats de l'analyse statistique de 50
réalisations des paramétres d'ajustement du modéle théorique sphérique
aux valeurs brutes des demi-variogrammes résultant des % schémas
d'échantillonnage. Les valeurs moyennes des écarts guadratiques moyens
entre demi-variogrammes théorique et régional (EQM.), théorique et
experimental (EQMz), régional et expérimental (EQMj) sont également
données.

Les coummentaires suivants peuvent étre faits

i) Les parametres C , C% et a ont des valeurs assez proches des

iff

O o . s e
valeurs théoriques et sans différences trés significatives entre les
différents plans.
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i1)  lLes variances importantes de ces paramétres traduisent une
‘orte variation d'une realisation a une autre. Cela provient de la
tjuctuation propre du demi-variogramme, dont on sait qu'elle dépend du
rapport L_/fa (Munoz~Pardo, 1987). De ce point de vue, et pour le cas
congidéré ici, 1'échantillonnage aléatoire pur (n° 4) semhle enyendrer
Jes variances plus faibles, notamment pour l'effet de pépite ct la
porté. L .

111} L'analyse des EQM montre globablement que 1'échantillonnage
1egulier carré (n° 1} est le plus favorable pour estimer les demi-
variogrammes théorigue (EQM_}) et régional (EQM_), suivi dans l'ordre des
autres plans réquliers 5 et 3. 3

Tableau 1. Statistique sur les paramétres d'un modéle
sphérique (pépite C_, palier C_, portée a) ajusté a des
valeurs brutes. NS = 50 réalisations.

Schémas d'échantillonnage

Paramétres ] 2 3 4 5 Régiona |

E(CO} 0,0635 |C,0430 00,0528 | 0,0358 | 0,0635 0,0185%
var.{c_} |0,0087 |0,0046 | 0,0051| 0,0039 |0,0075 0,0008
H[C2} 1,1201 |1,0410 1,0658| 1,0830 | 1,1020 1,0296
Var.{C2] 0,1899 (0,3272 0,1113} 0,1584 | 0,201¢6 0,1076
Ela} 72,73 71,94 69,00 70,13 70,71 64,59

var.{a} 875,09 |1105,58) 543,05} 497,27 | 860C,35 162,85

EQM, - - - - - 0,1593
EQM,, 0,1954 |0,3263 | 0,2448 | 0,2584 | 0,2378 -
EQM 0,1351 |0,2584 | 0,1888 ] 0,2357 [ 0,1596 -

Au vu de ces quelques résultats, il apparait que ce sont les
schémas d'échantillonnage régquliers, et plus particuliérement le plan
carré, qui donnent simultanément les meilleurs estimateurs régionaux et
théoriques des parametres : valeur moyenne, variance et demi-variogramme
d'une F.A. bidimensionnelle, isotrope. Cela peut s'expliquer de la
maniére suivante :

i) Une répartition réquliére de points d'observations sur toute la
surface d'étude décrit pilus complétement le phénoméne puisque ces points
ont. tous le méme degré d'interdépendance.
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ii) Le variogramme brut calculé avec des vouples de points formés
par les mémes interdistances présente une moindre irréqularite,
conduisant & un ajustement sans doute moins subjectif.

4, CONCLUSIONS

Cing schémas d'échantillonnage classiquement utilisés dans la pratique
de la Secience du Sol ont été évalués par_simulation d'une F.A. sta-
tionnaire au 2° ordre et isotrope dans R™. L'objectif supposé de
1'échantillonnage est la meilleure estimation simultanée des paramétres
(valeur moyenne, variance et fonction de structure} de la F.A.

Le simulateur utilisé, gui est fondé sur la méthode des Bandes
Tournantes associée a un générateur de type spectral sur chaque ligne a
été montré trés sensiblement plus précis et plus économique que d'autres
méthodes actuellement disponibles et ce, pour des foncticons de structure
de type exponentiel et sphérique.

Les résultats de simulation montrent que les plans reguliers
{carré, aléatoire stratifié, triangulaire) et notamment carrés,
conduisent aux meilleures estimations simultanées des valeurs régionales
et théorigues de la moyenne, de la variance et de la fonction de
structure.

I."échantillonnage régulier carré, quant a lui conduit a des
variances d'estimation régionale des paramétres (portée et effet de
pépite notamment) de la fonction de structure sphérique les plus
faibles. Il apparait donc mieux adapté si l'objectif est uniquement la
détermination de la fonction de structure a partir d'une seule
réalisation.

Il est bien évident que ces résultats partiels doivent &tre
intégrés dans une analyse plus compléte et délicate du probléme de
i'échantillonnage. A ce propos, deux aspects complémentaires méritent
d'étre mentionnés.

a) Influence de la donnée expérimentale. Constituée ici de NP=49
valeurs, elle représente bien souvent un maximum maximorum dans les
expérimentations de Science du Sol et d'Agronomie. line étude recente
(Russo et Jury, 1987) montre que la précision sur l'estimation de la
fonction de structure augmente avec NP et avec la portée exprimee
relativement aux dimensions de la surface. Elle dépend en particulier de
la distribution des paires d'observations séparées par des distances
inférieures & la portée du phénoméne a priori inconnue !

b) Influence des dimensions de la surface échantillonnée. Nous
reprenons tci les principales conclusions de 1'étude effectuee par
Munoz-Pardo (1987). Deux cas de figqure sont a considérer.

i) La surface S est grande par rapport & la portée (LS a 1
L'information contenue dans S est bien représentative de ]'eésele. du
phénoméne a étudier. L'inférence statistique des paramétres de la F.A.
est possible 4 partir d'une seule réalisation., Le demi-variogramme brut

est un bon estimateur du variogramme théorique pour des distances de
calcul <L _/2.

ii} “La surface $ est petite par rapport a la portée. L'information
disponible dans § n'est pas représentative de l'ensemble du phénoméne.



Unomontre notamment (Munoz-Pardo, 1987} que le demi-variogramme
theorigue est mal estimé (sauf au voisinage de 1'origine) a 1'inverse du
demi-variogramme régional qui peut 8tre calculé pour des distances
*L./2. satisfaire un degré de précision souhaitée sur la moyenne
néCessite d'augmenter le nombre d'observations, mais aussi les
dimensions de la surface 5. En revanche, le phénoméne apparaissant
réqulier, peu d'observations suffisent & une estimation correcte de la
moyenne régionale.

Ces quelgues conclusions suffisent & montrer que le probléme
d'échantillonnage s'inscrit en quelque sorte dans un “cercle vicieux"
supposant connue la portée d'un phénoméne, il est possible de bhatir une
stratégle optimum en fonction des objectifs poursuivis (cas traité ici).
Connaitre cette portée nécessite la réalisation de l'échantillonnage !

Pour sortir de ce cercle, un effort doit &tre fait VEers une
meilleure connaissance et compréhension des mécanismes conduisant aux
variations spatiales de telle ou telle propriété, et i leur organisation
dans l'espace. La recherche de liaisons causales entre les paramétres
(notamment la portée) définissant une fonction de structure et des
vcaractéres plus qualitatifs {type de sol, état de surface, etc...)
généralement disponibles, pourrait constituer un premier pas vers une

estimation a priori d'un ordre de grandeur de la portée du phénoméne
d'intérét.
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