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ABSTRACT

Boulier, J.F. et Vauelin, M., 1987, Régimes permanents bidimensionnels d'infiltration dans un sol
cultivé et microirrigué, 1. Théorie. (Soil water regime described by a bidimensional steady-state
flow in a cultivated and irrigated sotl, 1. Theory). J. Hydrol., 94: 355 370.

Soil water regime under a crop irrigated by equally spaced line-sources is described by a
bidimensional steady-state low. Mathematical solutions of the linearized equation resulting from
an exponential relationship between unsaturated hydraulic conductivity and soil-water pressure,
are ubtained by means of Fourier's analysis in case of linear boundary conditions and when root
extraction is 4 known function of space coordinates. In particulur, we calculate the How when a
saturated strip at the soil surface is spreading from the line source, Solutions and their conver-
gence are illustrated and discussed on an example demonstrating that mathematical solutions are
physically meaningful only under restricted conditions.

RESUME

Le régime hydrique d'une culture microirriguée par des lignes de goutteurs équidistantes est
modeélisé pur un écoulement bidimensionnel permanent, Les solutions mathématiques de ’équation
linéaire lorsque la conductivité non saturée du sol dépend exponentiellement de la pression
capillaire sont obtenues au moyen d’une analyse harmonique dans les cas ol les conditions aux
limites de la maille irriguée sont aussi linéaires et lorsque I'extraction racinaire est une fonction
connue des coordonnées d’espace. Nous développons tout spécialement le cas o une bande humide
s'étend de purt et &'autre de la ligne source. Les solutions et leur convergence sont illustrées et
diseutées sur un exemple montrant qu'une condition de compatibilité physique améne & rejete,
certaines solutions mathématiques.

INTRODUCTION

L’intérét technigue et économique de la microirrigation est bien reconnu
(Bresler, 1980) et ce mode d'irrigation a déja fait I'objet d'un grand nombre
d'études théoriques et agronomiques. Les fréquences d’arrosage utilisées sont
élevées et tendent a créer un régime d’écoulement quasi-permanent lorsque la
dose égale la consommation de la culture. La périodicité des réseaux de gout-
teurs sur une parcelle se traduit lorsque le so] est localement homogéne par la

0022 1694/K7,$03.50 ' 1987 Elsevier Science Publishers B.V.

g

e

RS I

e



3ab

périodicité de I'écoulement qui est bidimensionnel dans un plan perpendicu-
laire aux rampes quand les goutteurs sont suffisamment rapprochés, comme ce
sera le cas dans la suite.

L’'équation de Richards linéarisée représentant le régime permanent lorsque
la conductivité non saturée est une fonction exponentielle de la pression
(Philip, 1969) peut étre résolue analytiquement soit par superposition de solu-
tions correspondant & des goutteurs isolés pour certaines conditions aux
limites (Raats, 1971: Philip, 1971; Warrick et Lomen, 1977) soit en effectuant
une analyse de type spectrale (Zachmann et Thomas, 1973). Cette derniére
approche a été développée plus récemment par Batu pour une répartition
périodique du flux supposée connue & la surface en milieu semi infini (1978}, en
présence d'une nappe 4 profondeur finie (1980) et généralisée au cas d'une
répartition quelconque du flux & la surface (1983).

Toutefois Philip (1984a) remarque que les auteurs omettent généralement de
vérifier que les solutions mathématiques des problémes qu'ils résolvent ont
bien une signification physique et considére de ce point de vue un des cas
traités par Batu (1978). Philip (1984b) insiste également sur la nécessité d’une
description physiquement correcte de la zone d'apport d’eau qui ne peut étre
ponctuelle (car 1a solution mathématigue est alors singuliére en ce point et ne
correspond donc pas & la réalité) et traite le cas d'une cavité cylindrigue a
I'instar de Wooding {1968} dans le cas d’un disque saturé et de Batu (1977) pour
une bande saturée.

Bien qu'a I'évidence le régime permanent d'infiltration soit conditionné par
la présence de la plante qui puise tout ou partie de I'eau apportée, peu d’auteurs
ont inclus un terme d’extraction racinaire dans leurs modéles macroscopiques.
Certes la méconnaissance du comportement des racines (Molz, 1982) incite a
une certaine prudence dans le choix du modéle mathématique représentant
l'extraction de 'eau. Néanmoins la non prise en compte de ce terme conduit &
notre avis a des solutions dont I'applicabilité aux situations de terrain peut
paraitre douteuse.

En ce qui concerne notamment le dimensionnement des réseaux d'irrigation
& la parcelle Warrick et al. (1980) proposent une méthode fondée sur le régime
permanent bidimensionnel plan induit par des sources ponctuelles avec une
extraction racinaire. Quant a Bresler (1978), il fonde sa méthode sur la re-
présentation plus réaliste de Wooding (1968) en ce qui concerne la zone d’ap-
port mais ne prend pas en compte l'extraction racinaire. Ces deux approches
reposent sur des concepts physiques, c’est 1a leur intérét, mais n'y a-t-il pas lieu
de modifier certaines de leurs hypothéses les moins réalistes?

[e but de cet article est réexaminer au moyen de la méthode proposée par
Zachmann el Thomas (1973) les solutions du régime permanent bidimensionnel
plan d'infiltration correspondant & une microirrigation en considérant divers
types de conditions a la limite et notamment & la surface, ou se forme une bande
saturée de part et d'autre des lignes de goutteurs et en introduisant des modéles
d’extraction racinaire de répartition connue dans le sol.
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Fig. 1. Géométrie de la maille irriguée (zone hachurée) dans le plan X0O)Z perpendiculaire aux lignes
des sources OY.

Fig. 1. Flow geometry (hatched area) in the XOZ plane perpendicular to the line sourcea OY.

Les solutions théoriques développées ici seront comparées dans la 2éme
partie de cet article 4 des résultats expérimentaux obtenus sur une parcelle
microirriguée et utilisées en particulier pour analyser I'influence de la variab-
ilité du sol sur le régime d'écoulement.

POSITION DU PROBLEME

Le réseau d’irrigation (Fig. 1) est constitué de sources linéaires paralléles a
oy régulierement espacées de 2x, (m). Le sol est supposé homogéne sur une
profondeur z, (m), sa conductivité non saturée K (ms ') s’exprimant en fone-
tion de la pression effective h (m) par:

K(h)y = Kjexpath - h,), h <h,
K{p) = K, he < h (1

ol K, est la conductivité saturée, a est 'atténuation capillaire (m ') et /i, est
la pression d’entrée d’air. Dans la suite du texte on notera (Fig. 1):

Q = Hx,2k|x] < x, 0<2z< 2}

\ Hx, 2y |x € x,, 2 = 0}

[, = {2k x < |x) €2, 2 = 0}
= {2k x) = x5, 0 <2< 2)
o= Hx2kixl € %, 2 = z)
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I, u T, constitue la frontiére supérieure, Iy et I, sont les frontiéres latérale et
inférieure respectivement. Q est ouvert sur B* sur lequel le régime permanent
d’écoulement non saturé satisfait I'équation de Richards:

diviK(h)gradth - 2)} - R = 0, (x,2) € (2)

ot B ~ R(x, 2) est le taux d'extraction racinajre (8 ') supposé connu en tout
point de cette maille, périodique de période 2x, horizontalement et symétrique
par rapport a I'axe vertical passant par la source linéaire (axe de la maille).
l'écoulement résultant est alors périodique horizontalement de période 2x, et
admet une symétrie par rapport a cet axe.

La consommation racinaire par unité de surface du sol CR (ms ')est définie
par;

1

CR f Rdxdz(ms ') @)
2x,

3]

La transformation de Kirchhoff U(m*s %
A
Uthy - j K(hydh - KR« 4

permet de linéariser (Philip, 1969) Pégn. (2) qui devient:

FUFU U

T Z -R =0, (x,2) e O )

0z Pz

Nous allons maintenant spécifier les conditions aux limites CL de la maille
irriguée.

(1) Frontiére inférieure CLI. Si le drainage ¢, (ms ') est imposé la CLI
s'exprime par:

Ui
- 56? +all = g, (x,2) € I, (6a)

Un substratum imperméable correspond & g, = 0. Si une nappe est située 4 z,,
la CLI devient:

U = U, = Ko, (x, 2) €T, (6b)
(2) frontiére latérale. Compte tenu de la symétrie du probléme, I', est une
frontiére imperméable et par conséquent:

aU
dx

=0, (x,2) €T} 4

(3) frontiére supérieure CLS. Sur Ty qui est la bande d’alimentation, e sol est
saturé. La CLS s'exprime par:

U-=1U, (x20eTr 8)
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La frontitre I est soumise & un flux d’évaporation ¢.- Deux modiles simplifiés
peuvent étre retenus:
(1) - q. indépendant de '’humidité du sol la CLS est:

aty

—tal = - q., x.2) € r, (9a)
dz

(2} - g, dépendant linéairement du potentiel de Kirchhoff, la CLS devient:

0z

+all = - g, UH' (x,2) e T, {9b)
0

de telle sorte que si le sol est saturé, le flux d’'évaporation ne dépende que da
climat. L’expression (9b} est plus réaliste que (9a) dans la mesure ol le flux
d’évaporation dépend effectivement de 'humidité du sol a la surface et décroit
4 mesure que celle-ci se dessache,

En conclusion, les conditions aux limites s'expriment mathématiguement

par des formes linéaires de U et de ses dérivées normales ¢UJ/dv sur le bord de
€

i
£U + c'a—v =g (el (10)

ol g est une fonction et &, { sont deux constantes non simultanément nulles,
déterminées sur chacune des parties de la frontiére. On conviendra dans la
suite que:

ol ol

Fr 2)el, ul, v T,
et:

au ot

E = - :_’“;, (x, 2) € I"-,

On notera que le probleme linéaire P constitué des éqna. (5) et (10) est de type
“mixte”. Il admet une solution unique (Boulier, 1985). De plus, pour représenter
effectivement un écoulement non saturé, cette solution doit verifier la con-
trainte (Philip, 1984a) suivante:

0< U< (1)

Le changement de fonction inconnue (Wooding, 1968; Raats, 1971;
Zachmann et Thomas, 1973):

V = Uexp(- f§z), avec B = «f2 (12)

transforme le probléme P en un probléme elliptique linéaire équivalent P

~lapV+ FV+ R =0, (r,2) € Q {13)
a

SV 4 C’% = g (x2)eTl (14)

o
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TABLEAU 1

Valeurs des coeflicients décrivant les conditions aux limites (égn. 14)

Equations décrivant les & ¢ I
conditions aux limites

I, (éqn. 6a) B 1 gaexp{ - fiz,)
I, (éqn. 6b) B 0 thexp( flz)
T, téqn. Ty 0 1 0

I (égn. B) f [t} al,

T, (éan, 9a) # 1 G

I, (éqn. 9b) f+ quilh 1 0

g e

avec R ~ Rexp(- fiz), &, { et g déduits des éqns. (10) et (12). Les expressions
correspondant aux différentes conditions aux limites sont données dans le
Tableau 1.

Dans la suite du texte on notera £, { et g les valeurs de £, { et g’ respective-
ment, prises sur la portion [ de la frontiére I'.

CAS PARTICULIERS

Avant de présenter la solution de P’ plusieurs cas particuliers sont
envisages.

Régime permanent sans extraction racinaire ni alimentation hydrique & la sur-

face (T, vide)

On peut montrer (Zachmann et Thomas, 1973} que les fonctions ¢, et o,
définies pour tout entier n positif ou nul par:

@,(x,2) = " cos (n %)

x

AnT x
g {x.2) = e ™ cos (n ﬁ) (15)
avec:
T, = fn‘—'(m)
et:

A2
i - [ﬁ“+ (%)] (m

gont solutions de I'égn. (13) avec R* = 0. Elles correspondent aux fonctions
propres de I'opérateur elliptique (- A + fi*).

La solution de P’ étant supposée suffisamment réguliére pour que Vet Vi
admettent des développements en série de Fourier convergents en moyenne
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TABLEAU 2

Fapressions de A, {égn. 20) pour différentes conditions aux limites inférieures CLI et supéricures
CLE, 7 ¢, /K,

CLI Fqn. (6a) Faqn. (6b)
LS
Eqn. (9a) shii,z 04 - ) AlBshtd, 2} + A,ch(d,z)
Eqn. (9b) shid, 2B + 1)~ 42] — A, yehid, z) AL+ shy,z, v A,0hid, 2z))

quadratique, les fonctions g/ prennent sur les frontieres I, et T, la forme
suivante:

a8 - Z g, COS (n %) (16)

n -l

Tous les termes impairs du développement sont nuls, en raison de la symétrie
par rapport a 'axe de la maille (x = 0). Considérons la fonction ¢ définie par
la série:

¢ = Y (w,e, + w.g) a7

)

avec w, et w, solution du systéme linéaire obtenu en égalant sur les frontiéres
et les décompositions en série de Fourier de & ¢ + {d¢/dv d'une part et de g;
d’autre part. Soit, pour tout entier:

(& - GAdw, + (& + GA)w, = g1 (18)
e — L0e"™Mw, + (e M+ Lle ", = g, (1Y)
systéeme dont le déterminant est:

A, = (& - GAEG F Gade T - (8 - LA 4 Gde (20

Le Tableau 2 donne les expression de — A, /2 dans les différents cas envisagés.
On peut montrer (Boulier, 1985) que A, n'est jamais nul & I'exception du cas

ot les flux sont imposés sur les frontiéres supérieures et inférieures, CL (6a) et

(9a), et pour n = 0. [.e probléme, de Neuman dans ce cas particulier, n'a de

solution que si la somme des flux au travers de I', et [, est nulle (c'est a dire

£ = Bao et la solution n'est définie qu'a un terme w,exp(xz) prés dont la

contribution au flux de Darcy est nulle (position arbitraire d'une nappe).
Dans les autres cas, la solution du systéme (18}, (19) est:

1 PP . ke .
w, = A, [gzne "(E + (ida) — &an(& + L24)))
, 1 . . AnZogzs _ re
w, = -‘A: 8,08 — G4} — Bane™ (& LN (21)

Si I'on suppose que les CL sont suffisamment réguliéres pour que les {onc-
tions g soient majorées en valeur ahsolue par W' alors leurs coeflicients de
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Fourier sont bornés et il est immédiat que les suites (w,) et (v, ) sont majurées
au dela d’un certain rang par W’ exp (- 4,2,) et W’ respectivement. Les séries
de fonction Zw, ¢, et Ew, ¢, sont donc majorées parla série Zexp[- 1,(z, - 2)]
qui converge pour tout 2 dans Vintervalle |0, 2] ¢ est donc convergente sur 0,

De la méme fagon les séries des dérivées partielles de w, ¢, et de w);, sont
majorées par des séries du type Q(4,)exp[ - 1,(z, - z)] avec @ un polynome. I}
est donc clair qu'elles cunvergent normalement sur tout intervalle fermé con-
tenu dans . Par conséquent, ¢ admet des dérivées partielles de tous ordres et
I'on a pour tout couple d’entiers p, q.

Wy w P ]
U Rl L ET 22
o ® L (“’" i Ot W G “”") @)

nzl

Nous en déduisons notamment que;

8+ B = ¥ w(-Ap, + Be) + wi(-Ag, + Bel) = 0

azl
Comme ¢ verifie par construction les conditions aux limites et que la solution
de P’ est unique (& 'exception du cas o les CL sont représentées par les égns.
(6a) et (9a) qui a déja été discuté), ¢ est donc solution de P,

Régime permanent sans exiraction racinaire, avec alimentation hydrique & la
surface (I, non vide)

La résotution du probléme P’ lorsque I, et I, ne sont pas vides, est analogue
a la précédente: la solution étant définie par I'éqn. (17) les composantes w, et
w, pour chaque entier positif n, sont détermindes de fagcon & satisfaire les
conditions aux limites. Ainsi, ta CLI s'exprime encore par une équation linéaire
en w, et w, (éqn. 19}. En revanche, la CLS ne s’exprime plus par une équation
simple. Elle devient:

i 3 o a ’ ,
I(é;v + Cl%) +{ -y (izV + Qz%r) = 18+ (- g (23)

ou g est l'indicatricede I', (y = 1sur T, et x = Usur[)dont le développement
en série de Fourier peut s'écrire:

K
xx) = ¥ ycostkx/T,)

en posant y, = x,/x, et y, = sin (kx, /T, Ykl

Si chacune des fonctions défines par les deux membres de 'éqn. (23) est égale
en tout point a sa série de Fourier, cette équation est équivalente au systéme
d'équations S obtenu en égalant deux & deux les composantes de ces développe-
ments. Or si ¢ définie sur T, U T, vérifie:

¢ o= "ZU ¥, cos (n %)
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un calcul trés clussique montre que:

Yr = Y cos (n —;—)

el x

avec:

Vo = 3 i,
p0

et;

Vo = 2 G, + 2, pour a1
pru

Puisque les éqns. (15) et (17) permettent d'obtenir les développements en série
de Fourier de Vet dV/dvsur I u I, le systéme S s’exprime finalement par-

b, = Z (80, + S,,u,), Y e [1, N] (24)
P30

avec:

Snp = (Wovp + 2 WG = &) — A0 ~ L)) + 828 - Ao{2)

S = Unis ¥ e DI — &) + L0 - 0] + 8 + 2,03

et:
b, = ‘; (Gtaip + Xo p)B1n — 810) + &gy (25)

ou &, est le symbole de Kronecker (0 = 0sin#p, & = 1). Pour plus de
détails, on se reportera i Boulier (1985). Le systéme 8 défini par 'éqn. (24) est
linéaire en w, et w; et comporte une infinité d'équations faisant intervenir
toutes les composantes, a la différence du systéme défini par 'éqn. (18) dont la
n-iéme éqn. ne lie que w, et w;,.

Si ¢ vérifie les éqns. (19) et (24) et si la série formelle est suffisammeni
réguliére pour que I'on puisse la dériver terme 4 terme alors ¢ est la solution
de P". Elle ne pourra étre calculée numériquement qu’en approximant S par son
sous-gystéme Sy obtenu en ne conservant que les N premiéres équations et Jeg
N premiéres inconnues. ]l y aura lieu, dans ce cas, d’étudier les convergences
de la procédure en prenant des valeurs croissantes de N (Wooding, 1968). Cela
sera illustré plus loin sur un exemple.

SOLUTION DU REGIME PERMANENT AVEC EXTRACTION RACINAIRE

Zachmann et Thomas (1973) fournissent le noyau de Green de l'opérateur
(- A + f*)dans Q. Il permet théoriquement de calculer (ce que ne font pas ces
auteurs) une solution particuliére de P'égn. (13) pour R’ (x, 2) quelconque. Cette
methode peut s’avérer trés utile lorsque le taux d’extraction est connu numéri-
quement point par point. Toutefois elle n'est pas utilisée ici car sous certaines

hypothéses, il est possible d’exhiber des solutions analytiques. L’étude se limite
ici, aux cas ou:

i

I S

g :

o o e
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(1) R est égal en tout point de Q A sa série double de Fourier:

. X Z . z
R - g‘" cos (n i) |:r,‘,,r,,, cos (m ;E) ¥ ryam8in (m i)] (26)
mal

ou;
2
LT R

On notera qu'en raison de la symétrie du probléme, il n’apparait pas de
termes en sin (nx/7T,).
(2) R’ est combinaison linéaire d'exponentielles:

R = e® ¥ [): ¥ CO8 (n %)] e "™ 27
Tl L Lnzb x

ou #, est dénommée dans la suite atténuation racinaire.

1’éguation (27) est une généralisation des puits racinaires Rexp(- nz) étu-
diés par Warrick et al. (1979). Certes, I'éqn. (26} est trés générale, mais dans la
pratique, la densité des racines décroit trés vite avec la profondeur 2, ce qui
rend I'éqn. (27) particuliérement adéquate pour représenter l'extraction raci-
naire, pour autant que celle-ci soit proportionnelle a celle-la. D'ailleurs, mathé-
matiquement I'égn. (27) reste assez générale, & la transformation Z = exp( - 2)
prés, R est combinaison linéaire de cos (nx/T)Z{m + B). Or, les ensembles de
fonetions [cos(nx/T.), ne|NJ et [Z7, pe|N] sont denses dans de nombreux esp-
aces fonctionnels. Toute extraction racinaire R’ peut donc étre approximée
avec une précision arbitraire par une fonction du type (27).

Considérons les solutions particuliéres de I'éqgn. (13) définies par:

d = Y -1 cos (n i) (r cOoB (m i)
y = 3 7 T 1n,m Tz
ma0 4 (i\ + (E) :

7.] '\T

z

+ Fyom SN (m %)) (28)

lorsque R’ vérifie {26) et par:

Fin x 1+ 02 <
¢y = 1;.-_1. [?;l L " )2 p cos (n i)] g P (29)
L -

e + B — (ﬁ

lorsque R vérifie 'égn. (27). La convergence des séries (28) et (29) et de leur
dérivées partielles résulte directement de celles définies par (26) et (27).

Soit alors la solution ¢, du probléme défini par I'égn. (13} avec R = Qetla
condition a la limite suivante:

A% , . . 8
= - g*r(wwcﬁ) @0)

v

V4
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Il est clair que ¢ = ¢, + ¢, est solution du probléeme P, Or celle-ci est unique
dés que I, n'est pas vide. Donc U = (¢, + ¢,)exp(fiz) est solution de P lorsque
I', n'est paz vide, c’est a dire lorsqu’il y a effectivement un apport irrigué.

Récapitulons la démarche pour obtenir la solution U du régime permanent
lorsqu’il ¥ a irrigation (probléme P avec I, non vide): (a) effectuer le change-
ment de fonction inconnue [éqn. (12)]; (b) calculer une sclution particuliére au
moyen des éqns, (28) ou {29) selon que 'extraction racinaire transformée R’ est
définie par les égns. (26) ou (27) respectivement;(c) calculer la solution de I'égn.
(13) avec R” = 0 et la CLS définie par 1'éqn. (30}, ¢, définie par I'égn, (17) est
tronquée & ses N premiers termes, pour lesquels les composantes w, et w, sont
calculées en résolvant le systéme linéaire Sy (eqn. 25); et (d) additionner ¢, et
¢, et effectuer la transformation inverse de I'égn. (12} pour obtenir [J.

Notons pour terminer qu’a un x, donné, la procédure précédente permet de
calculer, une fois déterminée la solution de P, la répartition du flux sur la bande
saturée (I') et d'en déduire par intégration le débit des sources rapporté a la
surface de la maille irriguée:

17 v
D = — -
¢ 2x, j ( 0z * ﬂv) dx (1)

En pratique c'est D, qui est connu (dose d’irrigation) et x, n’est pas connu. [
y adonc lieu d’essayer différentes valeurs de x, pour obtenir le débit I3, imposé.

EXEMPLE D’APPLICATION

Afin d'étudier la convergence de la procédure proposée et d'examiner les
conséquences de la condition de compatibilité physique (égn. 11) le régime
permanent d'infiliration est calculé dans les conditions suivantes: (a) sol
“Chino clay” (Gardner, 1959) K, = 2,289 x 10 'ms ', o = 2,06m '; (b)
x, = 0,75m et conditions aux limites (6a) avec fond imperméable, g, = 0et(Sb);
et (c) extraction racinaire définie par I'éqn. (27), supposée indépendante de x,
avec L = letn, = 1,97m.

La solution du probléme P dépend alors des trois paramétres adimensionnels
suivants:

Zy = azy, A, = q./Kp et A = CRIK,
ol (R défini par I’égn. (3) peut étre calculé a partir de (27):
CR = [V - exp{—nz)iRy[n

A titre d’exemple 1a Fig. 2 présente pour Z, = 3,08 (z, = .1.5m) et différentes
valeurs de A, et A, I'évolution des valeurs adimensionnalisées wya/K,d une part
et wo/K,(i = 1,2, 3,4)d autre part en fonction du nombre N de termes retenus
dans la série définie par 'égn. (17). N = 100 est la limite pratique d’encombre-
ment mémoire de I'ordinateur utilisé (Norsk Data N 10). Il apparait que la
convergence est d'autant plus rapide que A, est grand. Notons sur la Fig. 2¢ que
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Fig. 2, Convergence des cing premigres compaosantes adimensionnelles de la soluti

valeurs des paramétres A_et A,. N est le nombre de termes retenus.

(eqn. 17) for the "Chino-clay™ soil. and different values of the parameters

Fig. 2. Convergence of the five first adimensional components of the serie

A.and A,. N is the number of terms used in the caiculation.
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Fig. 3. Relations entre la profondeur de la couche imperméable (2,) et la demi largeur de la bande
sturée (x,).

Fig. 3. Relations between the depth of the impervious between {2y) and the half width of the
saturated zone at the surface (x, ),

les valeurs de N supérieures 2 75 donnent lieu a un effet parasite qui peut étre
di au cumul des erreurs arrondies. Une étude systématique montre que pour les
valeurs de X, et Z, envisagées ici A, = 0.1 est le seuil inférieur d'utilisation de
cette procédure. L'influence de A, ne semble pas déterminante. Par ailleurs le
choix N = 60 semble acceptable pour toute la gamme A, > 0.1,

Sur la Fig. 3 sont représentées en fonction de 2, les valeurs extrémes de x,
conduisant & des solutions physiguement admissibles, 1| faut d'ailleurs noter
que si ces résultats sont modifiés lorsque 1t varie, les valeurs du débit (dépen-
dant certes de CR et de x,) sont indépendantes de n. Ce résultat un peu
surprenant s'explique par le fait qu'i! existe une solution particuliére de I'égn.
(13) du type suivant:

= WI:*U—OO e "M et 4 e M
de flux nul sur I, et nulle sur Il w T. La solution générale de P’ ne depend plus
alors que des valeurs de — §aV, 0z + BV, sur I5. Or, si z = 0 le calcul montre
que iV, - 9V /d2, z = 0 = CR, ne dépend pas de n. Cette situation particy-
liere disparait lorsque R dépend de x.

Les champs de pression k calculée a partir de U sont représentés en perspec-
tive sur la Fig. 4 pour laquelle le Tableau 3 résume les valeurs des paramétres
A. et A, employés, la valeur de x, retenue dans I'intervalle de valeurs physique-
ment admissibles et la valeur correspondante du débit.

P Sl

iR T T

egpme i TR



Fig. 4. Champa de pression dans la maille irriguée (voir Tableau 3).
Fig. 4. Mapping of the water pressure in the flow domain (see Table 3).

Pour ces exemples, la demi-largeur de bande x, ¢roit quand le débit croit, Le
flux moyen d’évaporation sur une maille est relativement faible par rapport au
débit méme lorsque A, est supérieur & A, (cas b). Pour ces dimensions de la
maille, la pression au fond du profil (z = 2,) est pratiquement constante
th = -0,02 -0,02; - 1,15; - 0,50m respectivement pour les cas a, b, ¢, d). Les
bulbes obtenus sont plus allongés suivant la verticale que latéralement. Les
pressions & la surface entre deux rampes (x = x,) sont faibles et correspondent
pour ces exemples aux valeurs minimales du champ de pression dans la maille
th = —167; - 1,92, —1,80 et —0,92m respectivement).

TABLEAU 1

Valeurs de la demt-largeur de la zone saturée 4 la surface et des débits des goutteurs calculées pour
différentes valeurs de A_ et A,

Figure A, A, x,{m) DK, 10 D,ms ")
a 0,25 - 0,25 0,0022 0,285 0,659
b 0,5 -1 0,126 0,627 1,452
c 1 - 11,05 0,276 1,607 2,330
d 1.5 -1 0,485 1,604 3.714

B

1Y’un point de agronomique Vintervalle utile de débit est compris pour ce sol
(K, = 20mmj ') entre ceux des cas a et b. La largeur de la bande humide est
done comprise entre 4.5 x 10 *m et 25 = 10 *m.

DESCUSSION ET CONCLUSIONS

[.a solution mathématique de P'équation des régimes permanents d'infiltra-
tion bidimensionnels plan vient d’étre obtenue pour un so! de conductivité
variant exponentiellement avec la pression. La méthode proposée est fondée
sur un développement spectral di a Zachmann et Thomas (1973} qui est étendu
il au cas de conditions de type mixte & la surface pour rendre compte notam-
ment de la zone saturée se développant de part et d'autre de la ligne-source en
microirrigation. De plus, les solutions particulieres correspondant & des
extractions racinaires ne dépendant que des coordonnées d’espace ont été
développées afin de représenter plus réalistement le régime d'écoulement dans
un sol cultivé et microirrigué. L'exemple que nous venons de traiter illustre
bien que I'équation linéaire vérifiée par le potentiel de Kirchhoff admet des
solutions mathématiques qui ne sont physiquement valahles que pour certaines
gammes des paramétres dont elle dépend. Ainsi dans le cas d’un substratum
imperméable & une profondeur z, donnée, la taille de la bande saturée et par
conséquent le débit des sources sont compris entre deux valeurs limites.

DYun peint de vue numérique, toutefois, le nombre de modes 4 prendre en
compte dans la décomposition spectrale est relativement élevé et la conver-
gence de la procédure ne parait pas obéir & un critére simple. De méme, I'étude
de la compatibilité physique doit étre menée dans chaque cas. Le développe-
ment de solutions comportant un moins grand nombre de modes, au prix d’'une
moins bonne restitution de la condition a la limite notamment, pourrait
s'avérer utile en ce qui concerne les applications pratiques.

Cette procédure peut par ailleurs étre envisagée dans d’autres situations
conduisant a4 des problémes linéaires (Boulier, 1985): (a) lorsque le sol est
stratifié en couches horizontales de telle maniére que 'atténuation capillaire
« reste constante et que la conductivité varie d'une couche a I'autre; et (b)
lorsque I'extraction racinaire dans le sol est une fonction affine de la conduc-
tivité non saturée. Signalons enfin les cas ol le domaine des sources (I, avec
nos notations) tend vers un point les expressions obtenues ici tendent vers la
solution de Zachmann et Thomas (1973).

L'application de ce modéle aux situations de terrain dépend de la plus ou
moins bonne correspondance entre la réalité et les hypothéses qui la souten-
dent. Le modéle exponentiel pour la conductivité non saturée a déja été discuté
de nombreuses fois (Philip, 1969;Bresler, 1978) et semble s’appliquer & une large
classe de sols. En revanche, peu d’éléments permettent de juger la vraisemb-
lance des extractions racinaires envisagées ici. Nous avons par ailleurs sup-
posé que les caractéristiques hydrodynamiques étaient uniformes: si cette
hypothése parait justifiée i I’échelle de la maille irriguée (surface de l'ordre du
meétre carré} qu'en est-il de I'impact de la variabilité spatiale a I'échelle de la
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parcelle sur I'écoulement microirrigué? C'est pour analyser ces différentes
hypothéses et tenter de répondre a cette dernidre question que nous comparons
dans la deuxiéme partie de cet article I'approche gui vient d’étre proposée avec
des mesures effectudes sur une parcelle microiriguée.
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REGIMES PERMANENTS BIDIMENSIONNELS D’INFILTRATION
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ABSTRACT

Boutier, J.F. et Vauclin, M., 1987. Régimes permanents bidimensionnels d'infiltration dans un sol
cultivé et microirrigué, II. Comparaison de la théorie avec des mesures in-situ (Soil water
regime described by a bidimensional steady-atate flow in & cultivated and irrigated soil, 11
Compariscn between theory and field measurements). J. Hydrol., 94: 371 394,

An experimental plot of 2500 m? in area hag been cultivated and irrigated by line sources (trickle
irngation), in order to compare the theory presented in the first part of the paper with measure-
ments during two years (sorghum, maize). In addition a stochastic conceptual model taking into
account the spatisal variability of the soil hydraulic characteristics described by means of a scaling
factor (according to porous media's similitude theory} is developed. Field-averages and variances
of variables associated with the flow are calculated according to this model and compared with
sctual ones measured all over the field-plot.

Fourteen sites equipped for measuring water content (neutron access tubes) and water pressure
{tensiometers) are chosen in such a way that they represent the statistical distribution of a single
parameter showing the textural variation in this loamy soil.

The experimental results show that the steady-state approach is reasonable for water content
on a weekly basis but is questionable for water pressure. Agreement between the deterministic
model with a fitted water extraction model and the measurements at two siles is correct in the
irrigated row and their differences, particularly in the driest parts of the soil, are discussed. The
stochastic approach gives averaged water-content velues cilose to the experimental ones but
underestimates the variances, eapecially for sorghum. Although for this particular field plot
deterministic modelling cannot be rejected as far as water content is concerned, the estimation of
the mean behavior through tensiometric measurements seems rather rigky.

RESUME

Une pareelle expérimentale de 2500 m? de superficie a été cultivée et microirriguée afin de
comparer la thésrie présentée dans la premidre partie de cet article avec des mesures au cours de
deux campuagnes agricoles (sorgho, mais). En outre, un modéle stochastique conceptuel prenant en
compte la variabilité des caractéristiques hydrodynamiques du sol au moyen d'un facteur d'échelle
(théorie de la similitude ¢n milieu poreux) est développé. Il permet de caleuler moyennes et
variances & 'échelle de la parcelle de variables lides & I'écoulement non saturé qui sont également
confrontées & I'expérience.

Quatorze sites de mesures de la teneur en eau (humidimétrie neutronique) et de la pression

0022-1694/87/$03.50 w1 1987 Elsevier Science Publishers B.V.
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(tensiométrie) ont été choisis de maniére a restituer la distribution statistiyue d'un paramétre
représentatif de 1a variation texturale du sol (argilo-limoneux}.

Ies résultats expérimentaux montrent gue I'hypothése du régime permanent est convenable en
¢+ qui concerne ba teneur en eau a un pas de tempe hebdomadaire mais qu’elle est discutable pour
la pression. L'sccord entre le modéle déterministe dont l'extraction racinaire est obtenue par
culage et les mesures effectudes en deux sites est correct dans P'interligne irrigué et leurs écarts,
notamment dane les parties les plus séches, sont discutés. L'approche stochastique conceptuelle
restitue convenablement les valeurs moyennes des mesures de la teneur en euu mais en sous-estime
les variances, en particulier pour le sorgho. Sur cette parcelle, une approche détermimste de
I'écoulement ne semble pas néanmotins devoir étre rejetée, par contre I'estimation du "comporte-
ment moyen™ grace i des mesures tensiométriques parait hasardeuse.

INTRODUCTION

I.a maitrise technique de la microirrigation passe par la connaissance de
I’écoulement non saturé engendré par ce mode d’arrosage dont les perfor-
mances dépendent étroitement des caractéristiques hydrodynamiques du sol
irrigué. Or, cette connaissance bute sur la relative complexité de I'écoulement
résultant d’une part du transfert & proximité des goutteurs et d’autre part de
la variabilité du sol a I'échelle de la parcelle qui est bien reconnue et abondam-
ment relatée dans la littérature depuis I'étude de Nielsen et al. (1973). Des
hypothéses simplificatrices permettent d’établir des modéles au moyen des-
quels la répartition de 'humidité du sol peut étre calculée en un point on le sol
est homogéne comme on I'a vu dans la premiére partie de cet article (Boulier
et Vauclin, ce volume, notée Partie 1 dans la suite), mais aussi a I'échelle du
périmétre irrigué grice a une approche stochastique conceptuelle qui va étre
développée dans cette deuxidme partie. Toutefois la représentativité de ces
modélisations dépend des approximations faites, c'est pourquoi il convient de
les confronter & une expérience in-situ.

L'écoulement bidimensionnel plan correspondant & des lignes de goutteurs
rapprochés a été abordé dans Partie 1 4 l'instar de plusieurs auteurs en sup-
posant que le régime est permanent et que la conductivité hydrauhque non
saturée K(m 's) varie exponentiellement avec la pression effective A (m). Nous
avons explicité la solution de 1'éguation de Richards décrivant I'écoulement
dans les cas ol I'extraction racinaire est une fonction connue des coordonnées
d'espace et en supposant qu'une bande saturée s'étend a la surface du sol de
chague c6té de la ligne source. Malgré l'intérét théorique suscité par cet
écoulement (voir P1), les expériences lui correspondant sont peu nombreuses
(Thomas et al., 1976; Batu, 1977) et assez éloignées des conditions réelles
puisque réalisées au laboratoire et sans culture.

La représentation de la variabilité spatiale des sols au moyen d'un facteur
d'échelle illustrée et discutée par de nombreux auteurs (Warrick et al., 1977a;
Russo et Bresler, 1880; Sharma et al., 1980, Vauclin et al., 1983) parait étre un
outil intéressant notamment loraqu’un objectif de modélisation est visé. Jointe
& une deseription du transfert par I'équation de Richards ou une de ses ap-
proximations, la mise en facteur d'échelle des propriétés hydrodynamiques
conduit 4 des modéles stochastique-conceptuels qui ont été mis en oeuvre

RYR)

notamment par Peck et al, (1977), Warrick et al. (1977b), Russo et Bresler (1982),
Vauclin et al. (1983), Bresler et Dagan (1983), Boulier et Vauclin (1984) dans le
cas d’écoulements monadimensionnels verticaux correspondant a diverses con-
ditions aux limites, Nous développons ici briévement le cas du régime per-
manent bidimensionnel et renvoyons le lecteur a Boulier (1985) pour de plus
amples détails. Si I'étude expérimentale de la variabilité de 'humidité ou de la
pression a été menée d'un point de vue statistique et géostatistique (Russo,
1984a; Saddig et al., 1985) il n’existe pas i notre connaissance d’étude relative
a I’écoulement microirrigué comparant les modeéles & I'expérience a I'exception
de Russo (1983, 1984b) qui s’intéresse & la pression en un point particulier de
la maille du réseau d’irrigation.

Le but de la 2éme partie de cet article est de comparer les mesures réalisées
sur une parcelle microirriguée et les modeles d’écoulement d'une part, déter-

)( L .
ML \ A T T
ISR
'{ |I} 2::1 |
||}“|‘|§
I
:I;:EJ.“W,:
S I i
| | T
NI IR A
Nl el
| : A |
I I
il I I A
4||||‘f‘§|\|‘|‘|
T A T A
J,'|"|.i‘?%1:
USSR (Y L
aasus d nfitiration (‘d) ‘ ! 1 ! b[ 1 ‘ |
smd-mn\ulo‘|‘i‘."l
.- IB\ IY

Fig. 1. Plan de la parcelle expérimentale.

Fig. t. Experimental set up.
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ministe (développés dans Partie 1) et correspondant A un point particulier de la
parcelle et d'autre part stochastique conceptuel relatif a toute la parcelle. Les
hypothéses sous-tendant ces modéles sont discutées en relation avec les
observations et les prédictions des modeles sont confrontées aux mesures afin
de Juger la représentativité des modélisations proposées.

EXPERIMENTATION ET PROTOCOLES DE MESURES

l.'étude expérimentale a été conduite sur une parcelle rectangulaire longue
de 150m et de 2500 m* de superficie (Fig. 1), située au Tholonet (France). La
pente moyenne de ce terrain est de 3% environ selon le transect AR, ligne de
plus grande pente. Le sol, argilo-limoneux, est constitué de colluvions quater-
naires surmontant des argilites rouges.

Les cultures annuelles retenues: sorgho en 1983 (Sorghum bicolor, variété
Argence) et mais en 1984 (Zea mays, variété Brio 42) ont été semées respective-
ment les 18/7/83 et 15/5/84 en lignes paralleles au transect AB distantes de
0,7 m. Un interligne sur deux était irrigué par une rampe sur laquelle des
capillaires de débit nominal 5,56 10 "m's ' (21h ') étaient réguliérement
espacés de 0,5m. La maille irriguée est donc un rectangle de 0,75 m*. La microir-
rigation a débuté aprés la levée des cultures (apports par aspersion pendant la
germination). Les deux apports quotidiens (a4 midi et a minuil) étaient com-
mandés par un programmateur. La dose d’arrosage D,(m), constante pour
chaque semaine a été calculée au moyen de la formule:

D, = 08k ETP (1)

ou ETP (m) est Pévapotranspiration potentielle moyenne des dix derniéres
années, k est le coefficient cultural relatif 4 1a culture et a son stade phéno-
logique établi pour I'irrigation par aspersion et 0,8 est un coeflicient correctif
tenant compte de la plus grande efficience de 1'eau en microirrigation. En cas
de pluie importante (survenue a la fin du mois d’aoit, les deux années) de lame
cumulée P mesurée sur la parcelle, la dose journaliére de la semaine suivante
étuit diminuée de P/7.

On notera que des contréles systématiques du débit des goutteurs sur les
rampes ont montré une bonne uniformité spatiale des apports d'eau en 1983. En
revanche, en 1984, une hétérogénéité a pu étre observée: décroissance du débit
de 'amont (A) vers I'aval (B) (voir Figure 1).

Choix des sites de mesure du bilan hydrigue

Afin d’instrumenter la parcelle, une analyse texturale du sol a été effectuée
par prélévements d'échantillons a la profondeur z = 0,60m,

Les moyennes u, variances o2, les coefficients d’asymétrie y,, d’aplatissement
7z et de variation (CV = a/y) des classes granulométriques calculées a partir
des cinquante échantillons sont reportés dans le Tableau 1. Les tests statis-
tiques portant sur y, et y, aménent a ne pas rejeter au risque 5% la normalité
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TABLEAU 1

Premiors inoments eentrés deas distributions satlutiques des clausos wFanylumetrigues (80 — =able
grossier; SF - gable fin; LI = limon; AR = argile)

u a " A 4 &
56 11,69 23,29 - 0,3445 2,480 0,412 0.587
SF 28,49 40,01 0,6293 4,632 0,222 0,694
LI 26,91 20,24 0,2046 3,937 0,187 0,696
AR 30,47 43,96 0,0121 2,158 0217 0,938
Log SG 2,327 0,345 - 1,493 4,808 0,252 0,590
Log SF 3,324 0,049 - 0,207 3,179 0,067 0,703
Log LI 3,217 0,030 - 0,764 6,013 0,063 0,660
Log AR 3,391 0,062 -0,484 2,894 0,067 0.903

des lois empiriques obtenues 3 I'exception de celles du taux de sable fin, du.

logarithme des taux de gable grossier et du limon. La variabilité de la texture
est moyenne (0,17 < CV <« 0,41), le taux d’argile ayant la plus forte variance.

La médiane granulométrique D50 a été choigie comme indicateur réducteur
de cette variabilité texturale. Les coefficients ¢ de régression linéaire entre
In(D50) et les différentes classes granulométriques ou leurs logarithmes
(indiqués en derniére colonne du Tableau 1) montrent que ce paramétre est bien
corrélé aux fluctuations de la texture et Justifient donc notre choix.

La Fig. 2 présente I'évolution de In (D50) le long du transect AB (Fig. 2a) et
les fréquences cumulées expérimentales (Fig. 2b). L’hypothése de normalité de
la distribution de In (D50) dont la moyenne est {4y, s, = 2,46 et la variance est
Tinwsy = 0,49, n'est pas & rejeter au risque de 5%, d'aprés les tests sur les
coeflicients d’agsymétrie et d’aplatissement.

En admettant que D50 constitue également un bon indicateur de la vari-
abilité des caractéristiques hydrodynamiques du sol, dix sites numérotés de
110 ont été sélectionnés dans 1a loi de distribution de In (D50) (Fig. 2). Chaque
site a été équipé de deux tensiomdtres aux profondeurs z = 0,30 et 0,60 m et
d'un tube d’accés pour humidimatre neutronique (1,50m de profondeur). Les
sites 1, 3, 6 et & ont été sélectionnés dans l'interligne sec, proche du transect
AB, et les sites 2, 4, 5, 7, 9 et 10 dans Vinterligne irrigué (Fig. 1). De plus, deux
couples de sites voisins, numérotés (11, 12) et (13, 14) sur la Fig. 2b, ont été plus
densément instrumentés; un tube d’acces neutronique et cing tensiometres a
z = 0,15, 0,30, 0,60, 0,90 et 1,20, afin d’observer I'evolution locale de I'humidité
et de la pression. On notera que les sites 11 et 13 sont situds dans Pinterligne
sec 12 et 14 dans Pinterligne irrigué (Fig. 1). Ces differents sites, ainsi instru-
mentés ont été choisis de telle sorte que la variation du in (D50) ¥ soit représen-
tative de la fluctuation observée sur 'ensemble du transect AB, mais avec une
densité de mesures quatre fois plus élevée. Ainsi, quatre sites [6, (11, 12), 6 et
9] sont proches de la moyenne i osny» LrOi8 sites proches de Hinwsey — Gugosny (2,
3, 4) et de pyp 50, + Tmmsey [6, 10, (13, 14)]. Enfin, les deux extrémes (1, 7) de
I'échantillon initial ont été retenus (Fig. 2b).
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La moyenne et I'écart-type de U'échantillon réduit 4 ces douze sites sont
respectivement égaux a 2,46 et 0,82, c'est & dire égal & la moyenne et supérieur
de 15% a I'écart-type de la distribution des 50 observations. On est enclin &
penser que les moyennes et variances des observations en ces sites sont plus
proches des espérances mathématiques et des variances de la population sous-
jacente que celles qui auraient été obtenues en des sites choisis arbitrairement.
Sous I'hypothése d'ergodicité, les espérances sont égales aux valeurs moyennes
spatiales: pour le bilan hydrique, par exemple, la moyenne des consommations
observées en ces douze sites constitue une bonne estimation de la con-
sommation moyenne des cultures sur la parcelle.

De plus, en chacun des douze sites, la porosité a été estimée a partir d’une
mesure de 'indice des vides effectuée au moyen d'essais cedométriques sur
échantillons non remaniés prisa z = 0,45m. [l apparait qu'elle est peu variable
sur le transect AB (moyenne = 0,301 cm®cm ™ ?; coefficient de variation = 5%).

Caractérisation hydrodynamique du sol: point de vue local

Un essai classique de drainage interne effectué entre les deux campagnes
agricoles sur le site 13 (Fig. 1) a permis de déterminer les caractéristiques
hydrodynamiques du sol, en ce lieu. Les mesures neutroniques et ten-
siométriques pendant la phase de redistribution {(surface du sol couverte pen-
dant trois jours, puis découverte pendant un mois) consécutive a4 un apport
d'eau de 0,045 m dans un infiltrométre double-anneaux, ont permis d’obtenir, a
différents horizons les courbes de rétention (Fig. 3a) et de conduction hydrauli-
que (Fig. 3b}. Les valeurs expérimentales ont été lissées par les modéles statisti-
ques suivants:

2N
h(th = hy (H_) , pour h < hy,

o) = h,, pour A = h, (2)

avec: by = —0,181m d'eau; 8, = 0271cm’em ?; p = — 12,3 {coeflicient de
détermination = (0,72 pour 102 couples):

Kh) = Kyexp(z{h - A,)], pourh < h,
Kh) = K, pourh = h, (3)

avec: K, = 3,5810 "ms '; o = 6,4Tm ";h, = —0,065m (coefficient de déter-
mination = 0.83 pour 69 couples).
On notera que la teneur en eau A saturation naturelle 8,,, a été estimé a 90%

de la porosité.

Variabilité spatiale des caractéristiques hydrodynamiques

La lourdeur et le coit des essais de drainage interne rendent cette technigue
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Fig. 4. Relations pression- teneur en eau: (a) valeura brutes; (b} valeurs mises en échelle. La ligne
continue correspond & la moyenne d’échelle, égn. (4) du texte.

Fig. 4. Relationships water pressure head-water content: (a) raw values; (b) scaled values. The
continuous line corresponda to the mean scaled relation, eqn. (4) in the text.

difficilement utilisable dég lors que I’on souhaite appréhender la variabilité
spatiale des propriétés hydrodynamiques. Cette étude a é6té menée sur les seules
courbes de rétention obtenues par mesures neutroniques et tensiométriques au
cours de la premiére campagne agricole (sorgho). Les résultats correspondant
a 17 peints de mesures (sites et profondeurs non différenciés) sont donnés Fig.
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4a. Les valeurs de pression, mises en échelle, selon la procédure donnée en
anhexe, sont reportées Mg, 4b, ainsi ge la moyenne d'échelle définie par:

[
(OB (74 G @)
L
avee ¥ 0416metp - -112
Les facteurs d'échelle résultant suivent une loi de distribution log-normale
(yi4 0,176; o% -- 0,46 avec A = Ina).
Ainsi, la courbe de rétention du sol en tout point ! est définie par:
* 00N
nin (-) (5)
. € (L:u

On notera qu’au site 13, a,; = 2,26 et d’aprés les équations de I'Annexe (A1)
et (4), la courbe de rétention correspondante est:

3] 1.2
Ao - 0,184 (,,,) ®)
(L.

Elle est done trés voisine de celle qui a été déterminée indépendamment, lors
de I'essai de drainage interne {égn. 2).

La variabilité de la conductivité hydraulique n’a pu étre étudiée expérimen-
talement. Néunmoins, 'hypothése de similitude géométrique des milieux
poreux (Miller et Miller, 1958) conduit & la relation:

Kih) - aiK*(h» N

ont K*(h*) est la conductivité moyenne d’échelle.
En posant:

K*(h*) Kiexp la*th* - AN 8
I'identification au site 13 des égns. (3) et (7) aprés avoir introduit I'égn. (8)
conduit aux valeurs suivantes: KF= K,jal, = 6,91 x 10 "ms '; a* = of
@, - 286m ' h* - R aja* - - 0,147m.

On notera qu'au plan expérimental seule la bonne uniformité de la porosité
mesurée (CV = 5%)accrédite I'hypothése de la similitude géométrique utilisée
i¢i pour pouvoir décrire la variabilité de la conductivité hydraulique, par la
théorie des facteurs d'échelles, qui a été utilisée par ailleurs (Warrick et al.,
1977a; Russo et Bresler, 1982: Vauclin et al., 1983) avec un succes certain.

COMPARAISUN MODELE EXPERIENCE: POINT DE VUE LOCAL

Pertinence de I'hypotheése de régime permanent

l.es modéles d"écoutement présentés dans Partie 1 de cette étude reposent sur
un certain nombre d’hypothéses dont celle du régime permanent qu'il convient
de tester. Compte-tenu de la variation au cours de la journée du taux d'extrac-
tion racinaire et des apports irrigués pendant de courtes périnides c'est au

REI
TABLEALU 2

Rlocks hydriques (mm) mesurés sur (0 0,6 m) aux 14 sites: 65 (S) ot 8 irrigués (1

Biten | H 3 1 5 6 7 L L] w1 2 14 Mayenne Fearttype

Dates o som M Mmoo sy — —
b [ 8 I

TR W I61 1Th T ATT O LTA 15K 159 IT5 18O 16T 17T 144 5 1A 175 12 P2
EUER W IS6 175 IBZ QTH O L48 17D 4T TAD DH2 AL IKE I3 181 1SR 17T 15 %
LI HRY W8T 170 IR 176 148 17T 145 17RO ITR IRD IR 130 R0 15D 17715 5
(L IH 16y 1 THZ TR 148 145 t4l I8H IS L 194 146 1 q48 172 i 14
26784 17216 152 180 178 148 151 1200 IR 145 LI 181 026 178 14} 168 19 1%

moins au pas de temps hebdomadaire que cette hypothése peut prendre son
sens, Les évolutions des teneurs en eau a ce pas de temps, aux divers sites et
a plusieurs profondeurs mettent en évidence deux périodes (sans épisode plu-
vieux) ot un régime quasi-permanent parait étre établi: du 27/09 au 11/10/83,
arriere saison chaude o0 lirrigation du sorgho a été maintenue a
D, = 26 x 10 *mjour !, et du 19/07 au 26/07/84 pendant lequel le mais a été
irrigué a une dose de 4,8 x 10 "mj '. Les valeurs correspondantes du stock
d'eau contenu dans les 60 premiers centimétres, données Tableau 2, montrent
une bonne stabilité temporelle, compte-tenu des incertitudes ( + 12mm) liées
aux mesures de teneur en eau par humidimétrie neutronigue
(A — +00lem’cm *). Le modéle d'écoulement dans une maille d'irrigation
est validé sur les sites 13 et 14, car les propriétés hydrodynamigues du sol y ont
été déterminées,

L.a Fig. 5 donne les évolutions des charges hydrauliques mesurées aux sites
13(a) et 14(b) pour la période du 19/09 au 11/10/83. Aprés une premiére semaine
de transition, (les écarts-types des fluctuations de la charge hydraulique a
z = 0,60m valent 0,195 et 0,180 m aux sites 13 et 14 respectivement), les charges
se stabilisent dans des intervalles d’amplitude 0,30 m environ (g, = 0,085 et
0,074 m pour les sites 13 et 14) a 'exception des mesures effectuées 4 z = 0,15
et 0,30 m au site. 13, qui est situé dans l'interligne sec. L.a Fig. 6 présente les
mesures correspondant a la période du 12/07 au 27/07/84. On observe de
nouveau une certaine stabilité des charges aux profondeurs égales ou
supérieures & 0,60m pendant tes deux premiéres semaines. En revanche, les
mesures effectuées 4 z = 0,15 et 0,30 m sont beaucoup plus variables durant
toute la période. On notera également que des mesures ont présenté des anoma-
lies notamment prés de la surface sur le site 13, dues probablement a la présence
de racines au voisinage des capsules tensiométriques. En conclusion, si
I'hypothése d'un régime quasi-permanent est acceptable pour les teneurs en
eau, elle est plus discutable pour les pressions.

MODELISATION DETERMINISTE DE L'ECOULEMENT DANS LA MAILLE IRRIGUEE

L'écoulement dans la maille irriguée correspondant aux sites 13 et 14, dont
les caractéristiques hydrodynamiques du sol sont données par les éqns. (2) et
{3) a été modélisé par égn. (5), Partiel:
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Fig. 5. Culture de sorgho: évolution des charges hydrauliques mesurées aux sitea 13{a) et 14(b).

Fig. 5. Sorghum crop; time evolution of hydraulic heads messured at sites 13{a) and 14(b).
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Fig. 6, Culture de mais; évolution des charges hydrauliques mesurées aux sites 13{a) et 14(b).

Fig. 6. Muize crop; time evolution of hydraulic heads measured at sites 13a) and 14(b).
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Compte-tenu du nombre relativement réduit de points de mesures au sein de la
maille irriguée, I'exiraction racinaire est schématisée par une forme trés sim-
ple et choisie par commodité égale &

R = Ryexp(- n2) (1

Ce modéle, du type (2) selon la dénomination de Partie I, assez rudimentaire,
dépend de deux paramétres R; et # qui sont déterminés par calage.

Sur les frontiéres I', du domaine d'écoulement £, les conditions suivantes ont
été imposées: (1) flux 1atéral nul sur I; {Partie 1, éqn. (D); (2) flux vertical g, = 0
sur I, située & z, = 1,20m [Partiel, éqn. (6a)]; {3) potentiel UV = U, sur I
(tache mouillée de largeur 2x, entourant le goutteur |Partie 1, égn. B)]; et (4)
flux d'évaporation g, dépendent linéairement du potentiel de Kirchhoff sur I,
[Partie 1, égn. (9b)].

La résolution des égns. {9) et (10) associées aux conditions aux limites
ci-dessus est semblable a celle rapportée dans Partie 1 pour I'écoulement dans
le sol "Chino-clay”. Le nombre d’harmoniques utilisées est N - 60. Les valeurs
imposées sont 1'évaporation maximum du g0} g, et le débit total de la tache
mouillée a la surface, prise égale i la dose journaligre d'irrigation D,. Les
paramétres 4 déterminer sont la demi-largeur x, de la zone saturée et les
valeurs R, et y décrivant 'extraction racinaire. [ls ont ét¢ obtenus selon la
procédure suivante:

{1) Calcul par algorithme dichotomique du plus petit x, physiquement admis-
gible et de la consommation racinaire (CR) de telle sorte que le bilan de masse:

I,

CR + - j o Lar - b, an

soit satisfait.

(2) choix de 5 telie que CR = R [1 - exp (—n2)]/n dans lintervalle des
valeurs admissibles |n,, n,| déterminé numériquement par ajustement aux
mesures.

Le Tableau 3 donne pour les deux périodes d'étude retenues, fes valeurs des
intrants du modéle (D,, ¢...) et les valeurs déterminées par celui-ci (x,, CR, n,,
1,) ainsi que les valeurs n obtenues par calage aux valeurs expérimentales.

Les charges hydrauliques calculées et mesurées sont comparées sur les Figs.
7 et 8 pour le sorgho (du 20/09 au 11/10/83) et le mais (19/07 au 26/07/84),
respectivement. Les mesures sont obtenues, goit directement au moyen des
tensiometres, soit par 'intermédiaire des mesures neutroniques transformeées
en charge hydraulique, au moyen de 1a courbe de rétention, éqn. (2).

L'accord entre théorie et observations parait médiocre dans I'absolu, mais
relativement correct notamment pour le site 14, situé dans l'interligne irrigué.
En revanche, les écarts sont plus importants pour le site 13 (interligne sec). A
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TABLEAU 3

Maodélisation déterministe au site 13: paramétres intrants (1. g,,,} ¢t calculés

Périodes n, Qe X CR LS n, n
(mmj 'y (mmj '} (m) (mmj "y (m ") (m ") m

2049 11/10483 2,60 1.0 0.0288 2,52 0,683 {1,565 0,630

(sorgho)

19/7 26/7/84 4,80 0 0.0918 4,62 0,671 0.630 - 0,667

(mais)

notre avis, ils sont imputables autant a la résolution numérique qu’aux
mesures. En effet, la précision numérique du modéle n'excéde pas U/L, = 10 °
car la solution du probléme mathématique est tronquée a ses 60 premiers
termes et leur calcul dépend de la résolution d’un systéme linéaire dent la
matrice est “assez pleine” [Partiel, égqn. {(25)]. Compte-tenu de I'atténuation
capillaire a = 6,47m ! déterminée au site 13, cette imprécision correspond a
h = -1,2m, soit la limite inférieure de la gamme de pression expliorée lors de
T'essai de drainage interne. D'autre part, les mesures tensiométriques dans
I'interligne sec, influencées par I'évaporation, montrent que existence d'un
régime permanent n'est pas assuré.

On notera que la modélisation adoptée pour I'extraction racinaire conduit

CHARGE HYDRAULIQUE , H (m}
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Fig. 7. Culture de sorgho (20/9-11/10/83); profils de charge hydraulique calculés et observéa aux
sites 13(a) et 14(b}. Les barres horizontales correspondent i la gamme des fluctuations temporeltes
des mesures tensiométriques.

Fig. 7. Sorghum crop (20/9- 11/10/83); calculated and observed hydraulic head profiles at sites 13(a)
and 14(b). The horizontal bars correspond 1o the range of the time fluctuations of tenriometer
readings.
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Fig. 8. Culture de mais (19/7 26/7/84); profila de charge hydraulique calculés et observés aux sites
13(a) et 14(b). Lea barres horizontales correspondent i la gamme des fiuctuations temporelles des
mesuree tensiométrigues.

Fig. 8. Maize crop (197 26/7/84); calculated and observed hydraulic head profiles at sites 13(a) and
14(b). The horizontal bars correspond to the range of the time Auctuations of tensiometer readings.

a des valeurs négatives de 7, et n, (Tableau 3), c'est a dire & des densités de
consommation hydrigue des cultures augmentant avec la profondeur. Cette
situation, relativement improbable en général, a pu néanmoins se produire ici,
car les mesures tensiométriques mettent en évidence un horizon saturé a
z = 0,3m, néfaste & 'activité des racines.

Il apparait que 'approche déterministe du régime permanent avec une
extraction racinaire trés schématique est une approximation raisonnable de
I’écoulement observé en un site de cette parcelle microirriguée. Toutefois, le
non-rejet de cette approche repose en partie sur Pimprécision des observations
effectuées. En outre, le modéle de régime permanent proposé (existence d’une
bande saturée & la surface) est sur ce type de sol plus réaliste que celui issu
d’une source ponctuelle, puisqu’au site le plus perméable, cette zone est voisine
de dix centimétres, pour le mais.

COMPARAISON D'UN MODELE STOCHASTIQUE-CONCEPTUEL AVEC L'EXPERIENCE

Le modéle déterministe vient d’étre comparé aux observations en un site
particulier. Qu'advient-il de sa représentativité a I'échelle de la parcelle? Les
caractéristiques hydrodynamigques du sol ¥ présentent en effet une variabiiité
spatiale importante qui a été évaluée expérimentalement pour les courbes de
rétention. L’'analyse porte maintenant sur I'impact de cette variabilité dans le
cas du régime permanent d’écoulement d'une part au moyen des mesures

kL1

effectuées pendant les deux périodes déja étudices et d'autre part avec un
modele stochastique conceptuel.

Hypothéses de la modélisation Proposée

La parcelle irriguée est assimilée & une collection de M colonnes hydro-
dynamiguement indépendantes dont la géométrie est celle de la maiile irriguée:
parallélépipéde de hauteur 2, et de surface horizontale rectangulaire de cotés
2x, et Ay = 0,5m correspondant a la distance entre deux goutteurs sur la
rampu.

L’écoulement permanent de 1'eau engendré par la plante et par le goutteur
situé au centre de la section horizontale d'une maille quelcongue m est supposé
bidimensionne! dans un plan perpendiculaire & la rangée des goutteurs. ] est
décrit par des éqns. de type (9) et (10).

Les propriétés hydrodynamiques modélisées par les relations analytiques (2)
et (3) sont invariantes au sein de la maille m, mais varient d'une maille a
Pautre. Cette variabilité est décrite par un facteur d’échelle a,, associé a chaque
maille et dont la loi de distribution expérimentale est log-normale. L'écoule.
ment dans chaque maille est donc décrit par les équations:

FU Ry « U .
(_’12 + “TZT R / 8 4 E - R = 0 (]Z)

R = R,exp (- n2)

associées aux conditions aux limites suivantes:

U - a,K¥a*, sur I, (13a)
alu . a*

~ 5yt ek U qe"'}?,‘am' sur I, (13b)

)

‘—E = 0, sur I, {13¢)

ix

i '

f!—j; + a,a*lU = 0, sur [, (13d)

ota* = 286m "et K¥= 691 x 10 *ms"".
De plus, d’aprés 'égn. (11), le bilan de masse s'écrit:

1 a¥
CR + = [ gu o Udz = D, (14)
x a

0%m

On notera que les conditions aux limites et Fextraction racinaire dépendent
de fagon explicite et implicite, respectivement, du facteur d’échelle a,.

L’écoulement a I'échelle de la parcelle est donc décrit par un modele
stochastique. Les variables d'état Ulx, 2, @), done h(x,z,a) ou O(x, 2, a), solutions
des éqnas. (12), (13), (14), apparaissent comme des variables aléatoires dont les
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distributions statistiques dépendent de I'écoulement dans chague maille qui
obéit 4 une équation aux dérivées partielles déterministe et de la loi de proba-
hilité des facteurs d’échelle a.

La résolution du régime permanent étant effectuée pour chaque maille,
I'estimation des p premiers moments de la solution stochastique est obtenue
par une méthode fondée sur I'intégrale de Riemann-Stieljes (Boulier, 1985) et
briévement rappelée ici.

Soit Y(x, z, @) une fonction de la variable aléatoire a et dépendant de fagon
déterministe de x et z. [espérance mathématique, E[Y?(x, 2, a)] avec p entier
positif, peut étre estimée par:

M

EIVHr z.a) = 37 8 Y755 80, (15)
mol B

avee:

Ut = (@n 4 @n )2 mo -, M- 1

et

; 1 1na—m2
L _exp[—(————) dﬂ. m = ]....M*l
M JaaAV/Er—r \/EO'A

il

cuisque A = Ina suit une loi normale de distribution.
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Fig. ¢ Culture de sorgho (20/9 11/10/83); profile hydriques moyens et écarts-types calculés et
vbservés. (n) interlignes secs (six sites de mesures); (b) interlignes irrigués (huit sites de mesures).

Fig % Sorghum crop (20/9 11/10/83%; mean water content profiles and standard deviationa cal-
culated and observed. (&) dry rows (six measurement sites); (b) irrigated rows (eight measurement

sites).
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Figr. 10. Culture de mais (19/7 26/7/84); profils hydriques‘ moyens et écarts-types caleulés et obser-
vés, (a) interlignes secs (six sites de mesures); (b) interlignes irrigués (huit sites de mesures).

Fig. 10. Maize crop (19/7 26/7/84); mean water content profiles and standard deviations calculated
and observed. (a) dry rows (six measurement sites); (b) irrigated rows {eight measurement sites).

RESULTATS

Lies résultats numériques et expérimentaux relatifs aux profils hydriques
sont présentés sur les Figs. 9 et 10 pour le sorgho et le mais respectivement. Les
espérances mathématiques et les variances des profils ont été calculées avec
N = 60 harmoniques pour la résolution de I'écoulement permanent dans
chague maille et les deux premiers moments [égn. (15)] ont été estimés avec
M = 20. Les valeurs moyennes et les vartances expérimentales ont été ob-
tenues sur les huit sites irrigués (Figs. 8b, 10b) correspondant au centre de la
maille de calcul et les six sites secs (Figs. 9a, b) situés a sa frontiére latérale.

Le Tableau 4 donne les intrants utilisés dans le modéle, les moyennes et les
variances calculées de la demi-largeur x, de ]a tache humide a la surface et de
Patténuation capillaire 5. Compte-tenu des observations effectuées sur I'unifor-
mité spatiale du débit des goutteurs, la dose D, est prise constante pour le
sorgho et variable pour le mais. Ces variations spatiales ont été ajuctées
empiriquement a celles observées sur les facteurs d'échelle. Contrairement au
cas de la modélisation locale présentée précédemment, il n'est pas possible de
déterminer, pour chaque maille de calcul, la valeur de n dans lintervalle
admissible n,, n, par calage des observations. Cette détermination a été effec-
tuée en imposant arbitrairement 4 2, = 1,20m une condition U/, conatante en
1983 et variable en 1984. Les valeurs données Tableau 4 correspondent au
meilleur calage des profils hydriques moyens numérique et expérimental.

L'accord est relativement bon entre les moyennes calculée et mesurée dans
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I'interligne irrigué (Figs. 9b et 10b) a I'exception toutefois de z - 0,15m pour
le mais (Fig. 10b). Par contre, des écarts appréciables apparaissent sur le
premier quart du profil des sites secs (Figs. 9a et 10a).

Les variances de la teneur en eau caleulées par le modéle sont nettement
inféricures aux valeurs expérimentales.

Les causes principales de cette divergence peuvent étre multiples: incer-
titude expérimentale due a 'étalonnage de I'’humidimétre neutronique, res-
titution incompléte de la variabilité des caractéristiques hydrodynamiques de
la parcelle par les facteurs d'échelle. De plus, la non uniformité des apports
d’e¢au sur le mais a engendré de fortes variations spatiales de 'humidité pas
totalement prises en compte dans la modélisation. Cela se truduit également au
niveau des variances de x,, n et CR (Tableau 4), plus élevées pour le mais que
pour le sorgho.

Le Tableau 5 compare pour le sorgho (sites secs et irrigués) les profils
hydriques moyens expérimentaux et calculés comme moyenne stochastique
E{t)} et déterministe, Ces derniers correspondent 4 une simulation en prenant
pour facteur d’échelle ¢ = 1. 1l apparait que 'écoulement moyen stochastigue

TABLEAU 5

Comparaison aux sites secs et irrigués entre les humidités moyennes mesurées 0“,‘ et calculées;
E {0} est lu moyenne stochustique; ¥, | est la moyenne déterministe

See

zim} 0,15 030 0,45 0,60 0,75 0,90 1,05 1,20

ﬂ“w 0,214 0,244 0,238 0,242 (1,238 0,240 0,240} 0,242

Ein 0,237 0,240 0,240 0,239 0.238 0.2:18 0,239 0,241

[/ 0,246 0,240 0,241 0,240 0,238 0,238 0,239 0,241
a,th 35 1,40 046 0,49 0,47 0,42 0,41 0,44

Irrigué

ﬂm. 0,267 0,270 0,257 0,250 0,244 0,239 0,247 0,247

E) 0,27} 0,267 0.261 0,266 0,252 0,250 0,260 0,252

¢, 0,271 0,270 0,263 0,258 0,254 0,251 0,250 0,252
a ik 0,38 0,41 0,45 0,48 0,50 0,49 0,51 0,57
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est trés vaisin de "écoulement dans le sol dont les caractéristiques hydro-
dynamiques seraicnt les moyennes d’échelle A*(#) et K*(.

Le contraste des fluctuations spatiales de teneur en eau et de pression
conduit a poser:

dh*
X, a) = = [h* (X)) + Al (X, a) o (O} (16)

Q=

ou X = {x, 2) est un point de la maille irriguée, et  est la valeur moyenne
stochastique de ¢ en ce point.

Compte tenu de l'ordre de grandeur de A9 dh*/d0 =~ 0,21 m, ce terme est
beaucoup plus faible que le premier, sauf & proximité de la tache mouillée,
Aussi, en premiére approximation, il vient:

h(X, a) - éh*(ﬂ) an

La Huctuation de h dans cette expression est uniquement due au facteura ',
conduisant donc a un coefficient de variation pour A(s,/A) constant sur la
maille irriguée. Quelques résultats sont reportés dans le Tableau 5, pour les-
quels CV varie de 0,35 4 0,57 avec une valeur moyenne voisine de 0,47 sur les
sites irrigués et de 0,42 sur les sites secs, e'est & dire inférieure a
CV(a ') = 0,76. Cela tend & montrer, dans le cadre des hypothéses de ce
modéle, que les extractions racinaires uniformiseraient ’écoulement.

CONCLUSIONS

Cette étude avait pour objectif de comparer dans le cadre d’un essai de piein
champ des modélisations de I'écoulement résultant d’une microirrigation avec
des mesures de la teneur en eau par humidimétrie neutronique et de )a pression
par tensiométirie pendant deux campagnes agricoles. Certes, les difficultés
inhérentes aux situations de terrain -— non maitrise des conditions expérimen-
tales, instrumentation délicate (présence de racines prés des tensiométres),
travaux agricoles a proximité des tubes d’sccis neutronique, ete . . . — gachent
en partie la qualité des mesures mais c’est bien pour apprécier la représen-
tativité des modélisations et non pas dans un but de validation que cet essai a
été mis en place.

Une analyse texturale préliminaire a conduit A retenir la médiane
granulométrique (D50) comme indicateur de la variabilité spatiale.

Quatorze sites équipés d'un tube d’acccés pour humidimétre neutronigue et
tensiometres ont été sélectionnés de fagon A représenter le plus fidélement
possible la distribution log-normale de ce paramétre.

Un essai de drainage interne a permis de déterminer en un site la relation
entre la conductivité hydraulique et la pression convenablement représentée
par une fonction exponentielle,

L’étude de la variabilité spatiale des propriétés hydrodynamiques du so) a
porté sur les courbes de rétention mesurées in-situ pendant une campagne

T

T
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agricole. Les résultats ont été analysés par la théorie de mise en facteurs
d’échelle ot étendus a la conductivité hydraulique en admettant le concept de
similitude des milieux poreux.

Les mesures de teneur en eau effectuées en un site lors des périodes retenues
au cours des deux campagnes agricoles conduisent & retenir 'hypothése d'un
régime quasi-permanent. Le modéle d'écoulement permanent présenté dans la
premiére partie de cet article avec une fonction d’extraction racinaire trés
simple ohtenue par calage, restitue correctement les mesures sur ce site et dans
la zone située sous le goutteur et plus médiocrement dans la zone la plus séche.

1.’ approche stochastique conceptuelle concorde relativement bien avec les
mesures des moyennes de la teneur en eau lors de deux périodes a I'exception
toutefois des zones proches de ia surface et éloignées des goutteurs. Par contre,
les variances calculées avec le modele sont nettement inférieures aux varian-
ces expérimentales, Ces derniéres sont faibles et tendraient a démontrer gue
I'approche déterministe pour la teneur en eau sur cette parcelle n’est pas,
compte-tenu de la précision des mesures, a rejeter. Cette situation peut résulter
du earactére argileux du sol qui se traduit par des capacités capillaires faibles
dans la gamme de teneur en eau explorée. Inversement, les variances de la
pression sont trés élevées avec des coefficients de variation de P'ordre de 50%.

Avec les réserves que la prudence impose lors de la généralisation de résul-
tats obtenus sur une parcelle, avec des cultures et des conditions climatigues
particuliéres, la relative concordance de I'expérience et des modéles envisagés
conduisent aux conclusions pratiques suivantes. Le modéle déterministe
d’écoulement microirrigué présenté dans Partiel constitue une base viable
pour le dimensionnement des réseaux de microirrigation par des lignes de
goutteurs rapprochés. II permet notamment de prédire la répartition de
I'humidité au droit d’un goutteur a la condition toutefois que la répartition de
I'extraction racinaire dans la maille irriguée soit connue. D'autre part en ce
qui concerne le pilotage de lirrigation, il semble que Pexistence de sites
représentatifs du hilan hydrique moyen soit plausible dans le cas de |'écoule-
ment microirrigué mais par contre la fiabilité d’une seule ou de quelgues
mesures tensiométriques pour estimer un “'comportement’ représentatif de la
parcelle est plus que douteuse. A I'inverse, on peut imaginer que les ""comporte-
ments” extrémes pourraient étre bien représentés par les évolutions de la
pression en des sites judicieusement choisis a4 partir de la variabilité des
caractétistiques du sol, hypothése que critiqueront peut-étre de nouvelles
expérimentations.
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ANNEXE
Supposons que chaque courbe de rétention h(® - A, (00, F obtenue en tout point 1,

(1 <! < L 17)apartir de n; couplea (A, ;) avec 1 < k £ n, puisse sc déduire d'une courbe
moyenne d'échelle A¥(0)y = h¥#/0,,, ¥ par la relation:

R*(h hef 0
h(u oMo 1
A a, a; (r)m) (Al

ot a, est le facteur d'échebie caractérisant le point /. Le probliame revient a chercher les paramétres
At p oot a.
La minimisaticn du critére:

17 N

M. Z Z (i - Py - b)) (A2)

koL

Hvec:

f *
[P LN S R iy = In|=22), b = ln i
- a,

conduit au systéme lincaire suivant:

17 Y 7M™

17 1 &
P le ‘z] LS Z Z Hia Ay — Z z Bty - '“i' Z (Wia — PA) (A3}
R . Lho

Pel ket o1k

dont la résolution fournit:

E g . 1wl n
RN Hiwdin — fz’ ;, (El ﬂm) (El Au)

17 ay 1/ /™ 2
z (2 - —(2 J.,,))
-1 \A-1 PR

et lea paramétres b,.

L’expression de définition dea b, (égn. A2) jointe A la condition de normalisation der facteurs
d’'echelle suivante:

l 17
o Za‘ = 1 (Ad)

It

permet de calculer hY par:

h’: 1

ﬁZexp( b} 1 (AS5)
(]

et les facteurs d’échelle:

LT krexp( h) (A6)
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