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PREFACIO

El propésito de esta monografia es dual. Proveemos una introduccion
elemental a la epidemiologia matemdtica y un bosque jo parcial de avances
recientes, en esta area de la biologia teérica. Los primeros cinco
capitulos cubren aspectos fundamenatales en la modelacién y el anailisis
matemitico de procesos epidemiologicos a mnivel poblacional. El capitulo
seis cubre, a nivel elemental, modelos epidemiolégicos con poblacién
variable los cuiles han despertado gran interés tedrico. En la actualidad
hay mucha actividad tedrica sobre este tipo de modelos. El capitulo siete
discute mwodelos para la transmisién del paludismo. Este tipo de modelos
son de inmensa tradicién bistérica, ya que a través de su formulacién y
anilisis se crearon las bases de la epidemiologia tedrica a nivel
poblacional. La dindmica del paludismo es una fuente constante de
inspiracién para bidloges teéricos y biomatemdticos. El capitulo ocho
aplica la teoria desarrollada en los primeros seis capitulos en la
formulacién y el analisis de modelos tedricos para la propagacién del SIDA
en poblaciones homosexuales. Los capitulos nueve y diez estan intimamente
relacionados. El capitulo nueve introduce un modelo bastante general para
la propagacién de la gonorrea en poblaciones heterosexuales con sistema de
apareamientos arbitrarios, mientras que el capitulo diez presenta un
sistema axiomitico para la descripcién de estos sistemas de apareamiento.

Una formula que deacribe los sistemas de apareamiento como perturbaciocnes

arbitrarias de formas de apareamientos al azar es derivada en el capitulo




diez. Estas perturbaciones son funcién de las preferencias de apareamiento
de los individuos de los grupos bajo consideracién, y por comsiguiente,
dependen de varios factores incluyendo la raza, el nivel socieconémico, la
edad, etc. El estudio de sistemas de apareamiento y su aplicacién a
procesos epidemiolégicos es una de las areas de investigacidén mis activa
en la epidemiologis matemitica en la actualidad. El iltimo capitulo (el
once) presenta resultados andliticos recientes de modelos matemiticos para
la propagacion sexual del SIDA que incorporan infectividad variable, es
decir,..la infectividad como funcién de la duracién de la infeccién. En el
Epilogo discutimos brevemente direcciones de investigacién prometedoras y
proveemos nuestro punto de vista de la importarcia de los modelos
matemdticos en la biologia tedrica. Los puntos de vista presentados en
esta monografia son los de los autores (y ain ellos no estan de acuerdo
totalmente) y la seleccién del material es totalmente basada en nuestros
intereses personales. Obviamente ain en una monografia de no mas de cien
piginas no se pueden cubrir con profundidad los tépicos selecionados, y
aqui, hemos tratado de disminuir el impacto de esta decisién con la
inclusién de una bibliografia bastante amplia (pero de ninguna manera
completa).

Parte de la investgacién en la que se basa esta monografia fue
realizada con el apoyo financiero parcial proveido por la National Science
Fqundation de los EEUU (DMS-8906580), el Instituto Nacional de 1a Salud de‘

los EEWU (RO1 A129178-01), y del Batch Project (NYC 151-409) del

Departamento de Agricultura de los EEUU otorgados a Carlos Castillo-




Chavez. Los autores le agradecen a Carlos Castillo-Cruz y a Debra A.
Castillo por su ayuda con con la redaccién en espafiol. El candidato al
doctorado en matemiticas aplicadas, Jorge X. Velasco Hernadez nos proveyo
con comentarios en fodas las secciones de este libro y nos ayudo a mejorar
. el estilo, la presentacién, y el contenido de este libro. Sin su ayuda no
nos hubiese sido posible completar este manuscrito.

La completacion de esta monografia y de la investigaciénm que C-C ha
conducido en modelos epidemiolégicos para la propagacién del SIDA y en

sistemas de apareamiento en los dltimos cuatro afios no se habria llevado a

cabo sin el apoyo, ayuda y cariiio de Debra A. Castillo.




CAPITULD UNO
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Consideremos una poblacién en la cudl un nimero reducido de sus
miembros padece alguna enfermedad infecciosa que ;e puede transmitir a la
poblacién. El objetivo que perseguimos ahora es el de determipnar que
proporcién de la poblacién total sera infectada y por cuanto tiempo a
través de un modelo matemitico que incorpora en su estructura los
_lecanisma de transmisién que suponemos importantes para el caso.
Iniciamos la formulacién del modelo al dividir a la poblacion en tres
subclides que serin designadas con las letras 8, I y R. S(t) denotara al
nimero de individuos susceptibles de contraer la enfermedad, I(t) al
nimero de individuos capaces de transmitirla, es decir, individuos
infecciosos, y R(t) al nimero de individuos que han perdido la posibilidad
de ser infectados, ya sea por haber sido convenientemente aislados del
resto o inmunizados o por haber fallecido debido a la enfermedad. R(t) es
pues el nimero de individuos removidos o retirados de la poblacién al
tiempo t. Aunque los factores por los cuales un individuo entra a este
iltimo compartimiento son wmuy diferentes desde un punto de vista
epidemiolégico, todos son equivalentes en nuestra modelacién debido a que
individuos en R9(t) se caracterizan por no contribuir a la posterior
trasmisién de la enfermedad.

Uno de los primeros modelos elaborados para tratar de explicar los

rapidos cambios (incrementos y decrementos) en los casos de enfermos

durante brotes epidémicos, fue propuesto por Kermack y MacKendrick en




1927. Ejemploe sobresalientes de epidemias que motivaron el desarrollo de
este tipo de modelos incluyen la Gran Epidemia de la Peste en Londres
(1665-1666), la epidemia de célera en la misma ciudad (1865) y la epidemia
de peste en Bombay (1906). El modelo en cuestién es el siguiente (' denota

la derivada con respecto al tiempo)

S'=-ﬁ$1,
I'=8S1-11,
R =3I,

y estd basado en las siguientes tres suposiciones:

{(i)Todas las muertes son causadas por la enfermedad, es decir, la
mortalidad por causas naturales durante la epidemia se considera
insignificante. También se supone que durante el transcurso de la
epidemia la tasa neta de crecimiento es cero. [Esta suposicidén
implica la relaciéon (S + I + R)! = 0, de donde se sigue que el
tamafio total de la poblacién es constante puesto que los
individuos que murieron debido a la enfermedad siguen siendo
contadas como miembros de la poblacién. Esta hipdtesis es

razonable para epidemias de corta duracioén.]

(ii)La transmisién de la enfermedad se supone regida por la ley de
accién de masas entre infectados y susceptibles, siendo la tasa
de nuwevas infecciones proporcional al nimero total de contactos
entre individuos susceptibles e infectados. [Esta suposicidén es
reflejada en los términos — BSI y ASI en las ecuaciones para S’ en
I’ respectivamente, donde SSI es el nimero de miembros que pasa de
la clase susceptible a la infectada.]

(iii)La tasa de remocion de individuos infectados es constante e igual

a }; es decir una fraccién } de miembros infectados pasa a la

clase de removidos por unidad de tiempo.




Del modelo anterior, Kermack y MacKendrick (1927) derivaron un
teorema umbral que demuestra la existencia de una constante adimensional
llamada el nimero de contacto o nimero reproductive, cuya magnitud
determina si la enfermedad es abatida, es decir, el nimero de individuos
infectados decrece wmondtonicamente a cero, o si se produce un brote
epidémico, es decir, el nimero de enfermos crece a un maximo y después
decrece a cero. La mayoria de los modelos epidemiolégicos que han sido
estudiados exhiben un fendémeno umbrzl.

Como S + I + R es constante, podemos dividir cada una de las variables
dependientes de mnuestro modelo por el tamaiio total de la poblacién K, y

obtener que % + % + % = 1. Abusando de nuestra notacion, designaremos a

estas nuevas variables IS{’ 111, y % con los mismos simboles S, I, y R, va
que de esta forma podemos escribir S+ I +R = 1. Luego podemos

substituir R = 1 -S -1 en el sistema enterior y obtener un par de

ecuaciones diferenciales ordinarias equivalentes:

SI
Il

-fSI
BSI-} -

De aqui podemos deducir que S ¢<0el <0 para toda t si y solamente si S
< 3?; Esto implica que si S(0) .< 31; entonces I'¢ 0 para toda t y la
infeccién desaparecera, pero si S(0) > 31-; entonces I’ > 0 sélo mientras S
decrece hacia el valor 31;, después de lo cual I’ sera negativa. Si ahora
suponeios que un nimero pequefio de individuos infecciosos es introducido‘

en una poblacién ilnicamente compuesta por individuos susceptibles en el

tiempo t = 0, es decir I(0) = ¢ > 0, R(0) = O, S(0) =1 -¢ = 1, entonces




es posible demostrar que el nimero reproductivo estad dado por
%, = 7 1.

Luego, a partir de las relaciones derivadas en el parrafo anterior, si Ry
<1 la infeccion es eliminada y 8i %, > 1 se produce un brote epidémico.
Este en esencia es el contenidb del teorema umbral de Kermack y MacKenrick
(1927). |

Un andlisis cualitativo del sistema de ecuaciones diferenciales
muestra que los puntos de equilibrio (S_, I_) son soluciones del sistema
algebraico S I, = 0, I_(8 S, - 3) = 0. Por lo tanto, hay una linea de
puntos de equilibrio (S, 0) para S, arbitrario, 0 < S, < 1. Al
linearizar en la vecindad de un punto de equilibrio de la forma (S_, 0)

obtenemos

ll'—“"ﬁsm\',

! (ﬁ Sm_;) Vy

<
1

con Jacobiano

0 ~f8,,
0 BS.}
Los valores propios de esta matriz son entonces 0 y BS_ - %, lo que

indica que el sistema linearizado no proporciona informacién util sobre el
comportamiento cualitativo del sistema (el valor propio cero significa que

la linearizacion es initil para el analisis del sistema.) Sin embargo, no

es dificil deducir que el diagrama de fase del sistema es




[5(=),0) s =3 [5(0),0]
Los valores limites S(w) de cada érbita dependen del valor inicial S(0) >
0, aunque S(w) > 0 para todo S(0). Esto significa que ain en un brote
epidémico no todos los miembros de la poblacién llegan a ser infectados,
lo cual concuerda con la informacién wmédica registrada para muchas
epidemias. No es dificil demostrar que una 6rbita que conecta el punto

(S(0),0) con el punto (S(),0) satisface la relacion
S(e) - -;-f tn S(e) = S(0) - g5 & S(0) .

Para ver esto, observemos que

a";{5+1-31¢zns]

S'+I’—BI;_—S-S-'
S’[l-—é:—s]+1'
—psx[1-;}§]+1'

BSI+$+I'=0.

1




Por lo tanto S(t) + I(t) - 31; fn S(t) es constante y necesariamente
S(w) + I(x) - 3= tn S() = S(0) + I(0) - 7; tn S(0) .

Y como I(oo) = I(0} = 0, se sigue que
S(e) - 3 o S(w) = S(0) - 3: & S(0) .

La tasa de contacto § en el modelo que estamos considerando depende de la
enfermedad particular que se estudia y puede también depender de factores
sociales y de comportamiento. En general es dificil estimar f§, o
equivalentemente %®,;, de una forma directa. Sin embargo la relacion
obteni&: arribsa nos proporciona un manera de calf:ular fr a partir del
conocimiento de S(0) y S(x). Por ejemplo, supongamos que ua brote de
influenza ha sido reportado con S(0) = 0.911, y S(e) = 0.513. A partir de

la relacion

S(0) - S(e) = a‘-;_[!n S(0) - & S(co)] = Bl; én %%% ’

derivamos
¢ S(0)
B r= S{o0)
S(0) - S{o0) ’
y al substituir los valores de S(0) y S(x) tenemos que fr = 1.44.
El criterio %; > 1 puede interpretarse en términos epidemiolégicos

como el requisito de que la densidad de poblacidén susceptible exceda un

umbral critico Ky, con

KT= 11"

para que se produzca un brote epidémico.
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En los estudios hechos para la epidemia europea de rabia en zorros, la
evidencia indica una densidad de poblacién critica de aproximadamente 1
zorro/km?; la rabia no prolifera en regiones mis escasamente pobladas.
Este dato conjuntamente con la experanza promedio de vida de 5 dias
estimado para zorros rabiosos proporciona el valor de 72 km?/afio para f.

Para erradicar una infeccién, es necesario reducir el nimero de
contacto (o reproductivo) %, por debajo de 1. Esto se logra algunas
veces a través de programas de inmunizacidén los cuales tienen el efecto de
transferir miembros de la clase susceptible S, a la clase de los removidos
R, reduciendo, por lo tanto, Kp. El efecto de inmunizar una fracciodn p de
la poblacién susceptible total antes de la introduccién de la enfermedad
es equivalente a reemplazar K (en este caso K = 1) por K(1 - p), ¥ por lo
tanto se cambia, el nimero contacto %, = fr por Br(1 - p). La condicion
fr(1 - p) <1 implical-p(ﬁ;:i—o o p>1—ﬁ. Una poblacién se
dice tener inmunidad de grupo si una fraccidén considerable de la misma ha sido
inmunizada para asegurar que la enfermedad no se propagara si se introduce
.un caso infeccioso. La tinica enfermedad para la cual este objetivo ha sido
alcanzado & nivel mundial es la viruela. Para el sarampién, datos
epidemiologicos en los EEUU indican que para poblaciones rurales, %y
fluctua entre 5.4 a 6.3, requiriéndose entonces la vacuna del B81.54 al
84.1% de la misea poblacién para alcanzar inmunidad de grupo. En areas
urbanas, %, se halla entre 8.3 y 13.0, requiriéndose la vacuna del 887 al
92.3% de la poblacidén para lograr un efecto similar. En Gran Bertaia, el

pimero reproductivo varia entre 12.5 y 16.3 requiriéndose entonces la
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vacuna del 92X al 94% de la poblaciéon. Como la eficacia de la vacuna para
el sarampién en nifios de 15 meses de edad es aproximadamente del 95%, es
practicamente imposible lograr inmunidad de grupo para esta enfermedad.
El valor de %, para la viruela fue relativamente bajo comparado con el
del sarampién y requiridé una inmunizacion del ordem del 80%. La gravedad
que este padecimiento puede alcanzar determindé que la comunidad
internacional pusiera en practica un programa intemnsivo de vacuna a nivel
mundial para obtener este nivel de inmunizacién. La Organizacién Mundial

de la.Salud ha establecido programas de vacuna similares con el objetivo

de eliminar la poliomielitis.




CAPITULO DOS
MODELUS DE COMPARTINIENTOS
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El modelo de Kermack y McKendrick considerado anteriormente es un
ejemplo de un modelo simple en el cual la poblacidén se divide en distintos
compartimientos y se describe el flujo de individuos entre estos
compartimientos. En esta monografia estudiaremos algunos otros modelos de
compartimientos, al confinarnos principalmente al estudio cualitativo de
los mismos. El conocimiento obtenido a partir de estos modelos simples es
atil en 1a descripcion de propiedades generales de las enfermedades
analizadas y en el estudio de los efectos posibles de programas para su
control y administraciéon. Es también posible formular modelos complejos
con suposiciones mids detalladas que incorporen estructuras adecuadas para
una enfermedad o situacion particular. Por ejemplo, cada compartimiento
puede ser subdividido para describir situaciones en las cuales subclases
diferentes del mismo compartimento poseen diferentes tasas de transmision
que pueden depender, a su vez, de diferentes patrones de comportamiento,
como en el caso de enfermedades sexualnénte trasmitidas, o de la
estructura de edades, o de las variaciones debidas al cambios
climatélogicos y estacionales, o de las escalas temporales y espaciales en
las que se desarrolla la enfermedad, etc. Modelos mas complejos
incorporan un nimero mayor de parimetroe, y requieren por lo tanto, mas
informacién, y mis datos para su validacién y evaluacién. Es por esto que
en muchas ocasiones estos modelos pueden dar predicciones cuantitativas
mas especificas.

El modelo de Kermack y MacKendrick es clasificado como un modelo del

tipo S - I - R debido a que las transiciones por las cuales un individuo de




la poblacién pasa son de susceptible a infeccioso, y de este a removido,
debido a la recuperacién o cura con completa jamunidad del individuo en
cuestién (como en el caso del sarampion) o debido a la muerte (cowmo en el
caso de la rabia y muchas otras zoomosis). Otro tipo de modelos son los
‘llamados S - I - S, en los cuales un individuo infeccioso retorna a la
clase susceptible debido a que la enfermedad no confiere inmunidad
definitiva. Tales wodelos son adecuados para la mayoria de las
enfermedades trasmitidas por bacterias o parasitos intestinales, y para la
mayoria de las enfermedades venereas, incluyendo a la gonorrea, pero no
enfermedades fatales como el SIDA. Este dltimo tipo de infecciones bha
recibido en los tdltimos afios gran atenciém, por razones obvias, y sigue
siendo objeto de estudio minucioso. En la segunda parte de estas notas se
discutiran algunos de los modelos mis recientes para la transmisién del
SIDA.

El modelo mis simple del tipo S - I - S se debe también a Kermack y
MacKendrick (1932) y consiste de un sistema bidimensional de ecuaciones
diferenciales ordinarias, explicitamente:

Sf

ST +}I

I'=88S1-3I.
Este modelo difiere del modelo S - I - R solamente en que los miembros
infecciosos regresan a la clase S con una tasa 31 en lugar de pasar a la
clase R. Una vez mis, el tamafio de la poblacién total es constante e
jgual a K. Como lo hicimos en el modelo SIR analizado en la seccion

anterior, podemos normalizar las variables dependientes al dividirlas por
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K para obtener § + I = 1. Sin embargo esta vez no efectuaremos esta
normalizacién. Dicho lo anterior, podemos usar la relacion I = K - S para
reducir el modelo a la ecuacidn simple
S = (K-S)(-S + }) .

Esta ecuacion posee dos puntos de equilibrio: S =K y S = ﬁ:. Si f; <K, o
frK > 1, estos dos puntos de equilibrio se encuentran en el intervalo 0 <
S < Kk, pero si f; > K, o 7K < 1, solamente el punto de equilibrio § = K
tiene significado biolégico. La cantidad umbral BrK otra vez distingue
entre .dos comportamientos cualitativamente diferentes. Sin embargo las
alternativas de comportamiento cualitativo son distintas del modelo § - I -
R.

Se obtiene la linealizacion de la ecuacién alrededor del punto de
equilibrio § = K (0 I = 0) con la ayuda del cambio de variable u = K - S, y
se da por

v = (AK-$u.
Por lo tanto, cualquiera de estos dos puntos de equilibrio es
asintéticamente estable si fK - § < 0 o 8i frK < 1, e inestable si BATK >
1. La correspondiente linealizacién alrededor del punto de equilibrio § =
i;, que tiene sentido biolégico solamente &i 7K > 1, se obtiene al usar
el cambio de variable u = § - g;, y se obtiene

o = (3 - BK)u.
Por lo tanto, este punto de equilibrio es asintéticamente estable si § - SK
< 0o si frK > 1. El resultado de este anilisis indica que hay siempre un

punto de equilibrio asintdéticamente estable dnico al cudl todas las
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soluciones convergen eventualmente. Si ArK < 1, este equilibrio es el
punto de coordenadas S = K, I = 0, correspondiente a la desaparicién de la
enfermedad. Si ArK > 1, el punto de equilibrio es asintdéticamente estable
con coordenadas S = Bl'f" I1=K- 31-; > 0, y esllamado un punto de equilibric endémico,
puesto que la enfermedad persiste para toda t.

El sarampién es una enfermedad en la cual se han observado puntos de equilibrio endémicos en
muchos casce, generalmente con oscilaciones alrededor de dicho equilibric. En un intento para
formular un modelo S — I — R que pudiera dar cuenta de este tipo de comportamiento oscilatorio,
Soper (1929) elaboré un modelo con una tasa de nacimientos constante igual a uK en la clase
susceptible y una tasa de mortalidad constante igual pK en la clase R de individuos recuperados o
removidos (es decir, individuos sin la posibilidad de recaer enfermoe nuevamente). El modelo de
Soper esta dado por el siguiente sistema:

S':—ﬂSI+pK,

I'=g8Ss1-1,
R=3-uK.

Este modelo, sin embargo, es insatisfactorio biologicamente debido a que la relacion supuesta entre los
nacimientos de individuos susceptibles y la muerte de los removidos no concuerda con la evidencia
médica. También es un modelo no bien formulado matematicamente debido a que si R(0) e I1(0) son
suficientemente pequefios, entonces R(t) puede tomar valores negativos. Para que un medelo
poblacional, como todos los anteriores, pueda tener alguna relevancia biologica, es esencial
primeramente que ¢! problema esté apropiadamente formulado y no contradiga la naturaleza del
fenémeno que se modela. En el caso presente un minimo requerimiento es el de pedir que las clases
poblacionales de cada compartimiento sean siempre no negativas. Un analisis completo de cualquier

modelo poblacional debe incluir la verificacion de esta propiedad.
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Las dificultades en el modelo de Soper fueron resueltas al suponer gue la tasa de mortalidad en
cada clase es proporcional al nimero de miembroe en dicha clase, conservandose constante de esta
forma el tamafio total de la poblacion (Hethcote, 1974). Explicitamente se tiene que

§'=-pSI1+HK-5)
r=paSI-H-§,
R'=H-{R,
donde L denota la esperanza de vida de un individuo.
Debido a que § 4+ I + R = K, podemos eliminar R y reducir el sistema anterior al sistema
bidimensional siguiente:
=-fSI+{HK-8)
=AS1-}1- 11:1 .
Los puntos de equilibrio deben satisfacer 8SI = I’:(K -8yl [ﬁS ~3- ]1:] = 0. De aqui vemos que
siempre hay un equilibric § = K, I = 0 (eliminacion de la enfermedad), y si é—-i—-lf con [ > 0, existe
también un punto de equilibrio endémico. Usando Ja técnica de linealizacién, nc-) es dificil demostrar
que i S7] L+_‘r) < 1, el punto de equ.lhbno S = K, I = 0 es asintoticamente estable, mientras que
si fr r—-—-—) > 1, el punto de equilibric S = K, I = 0 es inestable y el punto de equilibrio
endémico es asintoticamente estable. Por lo tanto, el modelo permite la existencia de puntos de

equilibrio endémicos, con el niimero reproductivo neto dado por:

"o=ﬁ""(r5‘:;)-

El modelo § — I - R con nacimientos y muertes y el modelo S — I - S dan lugar & la existencia
de puntos de equilibrio endémicos. Podemos deducir a partir de lo anterior que los requisitos para la
existencia de un equilibrio endémico es que haya un flujo continuo de de nuevos susceptibles dentro

del sistema, ya sea a través de nacimientos o a través de la curacién de individuos pero sin adquisicién
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de inmunidad.

El modelo § ~ I -~ R con nacimientoe y muertes describe parcialmente la dinimica real del
sarampién pero no explica como pueden surgir oscilaciones sostenidas alrededor del punto de
equilibrio endémico. Para explicar las oacilaciones observadas alrededor del equilibrio endémico,
podemos suponer, por ¢jemplo, variaciones estacionales en la tasa de contacto f, suposicion no
irracional para una enfermedad infantil mas comunmente trasmitida a través de contactos en la
escuela, especialmente en el invierno y en climas frios.

Fl modelo S - I - R con nacimientos y muertes es bastante inapropiado para enfermedades tales
como la rabia en las cuales la recuperacion es rara. Para una enfermedad como ésta, la clase R
consiste de miembros removidos por decesos, y ¢l tamaiio de la poblacion total es S + 1. De aqui que
el némero de nacimientos debe ser proporcional a (S + I), o posiblemente proporcional a S para
reflejar el hecho de que tal enfermedad debilita tanto a los miembroe infectados que les impide
reproducirse. No es posible suponer estas condiciones y conservar al mismo tiempo el tamaiio total de
la poblacién constante en ausencia de la enfermedad. Un modelo plausible para una epidemia de este
tipo necesariamente implica una tasa de incremento no lineal e implica también que el tamaifio total
de la poblacién debe variar en el tiempo independientemente de que la enfermedad esté o no esté
presente en la poblacion. Regresaremos & este tema en una seccion posterior donde describiremos un

modelo plausible que en particular serd consistente con las observaciones sobre la epidemia europea de

hidrofobia en los zorros.
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CAPITULO TRES

ENFERMEDADES CON PERIODO DE EXPOSICION NO INFECCIOSO
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En muchas enfermedades los individuos afectados no pasan directamente de la ciase susceptible 2

Ia infecciosa. Puede existir una etapa latente o de exposicion a la enfermedad y por consiguiente el

- periodo de incubacion se define como 1a suma del periodo latente mas ¢l periodo de infeccion. Por
ejemplo, el sarampién tiene un periodo de incubacién de 11 ~ 14 dias antes de que los sintomas de la
enfermedad aparescan, pero el periodo latente es de solamente 2-4 dias. Para la rabia en Jos zorros, €l
periodo latente es de 28 - 30 dias. Para algunas enfermedades el periodo latente es tan corto que el
ignorarlq no afecta loe resultados siguificativamente, como es en el caso de la influenza cuyo periodo
latente es de 1-3 dias.

A continuacién, E(t) designara al nimero de individuos que al tiempo t que han sido expuestos
pero que todavia no son capaces de transmitir la enfermedad, es decir, no son infecciosoe.
Supondremos que la tasa de transicién del compartimiento de individuos en estado latente al
compartimiento de individuos infecciosos es L+ es decir, una fraccion 3 de miembros expuestos pasan
a Ia clase de infectados por unidad de tiempo lo que corresponde a un periodo de exposicion de
duracién promedio w.

El anilogo del modelo de Kermack-MacKendrick S — I — R para este caso estd dado por el

modelo compartamental del tipo S-E-I-R. Especificamente,

S'=-g5§1,
E'= #S1-3E,
I'=L4E-4,
R =1,

Como S+E+I+R esta dado por una constante, digamos K, podemos reducir este sistema al sistema
tridimensional
S=-881,

E'=8S1-1E,

¥F=3E-4,
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mediante la eliminacion de R. El modelo S-E-I-R con natalidad y mortalidad analogas al modelo
del tipo S-I-R con natalidad y mortalidad, después de eliminar a R,

§'=-BSI1+HK-S),

E'=8SI-1E- f;E,

I'=8SI+iE- fl ]
Analogamente el modelo S-E-1-S correspondiente al modelo S-1-S es

S'=-8SI1+4,
E'=gSI-1E,
=4e-4,

¥ la substitucién E = K - § — I lo transforma en

§'=-8SI+},

F=HK-S-N-4 .
El anilisis de estos modelos proporciona resultados cualitativose similares a los resultados
correspondientes para modelos sin periodo latente. El analisis es técnicamente mas complicado debido
a que la dimension ha sido elevada en 1. La cantidad umbral %y, es todavia 7K en los modelos del
tipo S-E-I-R y del tipo S-E-I-5, pero en los modelos del tipo S~E-I-R con natalidad y mortalidad
tenemos que ¢l niimero reproductivo basico esta dado por

®,=F7K L—h L—%? .

Otro tipo de modelo posible, el cual no enmmaremos en detalle aqui, podria incluir inmunidad
temporal. La inmunidad temporal puede ser adquirida, por ejemplo, a través de enfermedades que
roquieren una exposicién reincidente a I infeccién para establecerse en un hospedario. Modelos de
tipo S-E-I-R-S o S-I-R-S han sido estudiados anteriormente y se ha demostrado que pueden dar
lugar a soluciones periddicas en algunos casos. La posibilidad de obtener soluciones periédicas no

existe en modelos sin inmunidad o con inmunidad permanente en los que la tasa de contacto S es

constante.




CAPITULO CUATRO

. TASAS DE TRANSICION Y TIEMPOS DE ESPERA
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En los modelos analizados hasta ahora hemos supuesto tasas de transicién entre clases
proporcionales al tamafio de la clase como, por ejemplo, ¢l caso de la tasa de recuperacién 11. Esta
suposicion, como se obeervard en esta seccion, no implica que la recuperacién de los individuos
dependera del tamafio de la clase infectada. Empecemos por presentar una formulacién matemaitica
mas realista del fendmeno al reemplazar la ecuacion diferencial

I'=gsSI-}

con la ecuacion integral
t
1
I(t) = I 8 S(t) I(x) e H+ Ny .
0
La ecuacion anterior es equivalente a la ecuacion diferencial de la que fue deducida si t es lo

suficientemente grande como para que ios individuos inicialmente infectados al tiempo t = 0 se hayan

recuperado. En efecto, al tomar la derivada bajo el signo de la integral se obtiene que

t
I(t) = B S(t) I(t) + I 8509 1) § H-=lay
0

t
= BS({t)It) -1 J B S(x) I(x) eH*=ax
0

=B S(t) I(t) - L I(t) .

La ecuacién integral que noe ocupa tiene una clara interpretacion biolégica. El termino e"%rs
proporciona la probabilidad de un individuo de permanecer enfermo s unidades de tiempo después de
haber sido infectado. De aqui que 8 S(s) I(x) e'%("‘) representa el nimero de individuos susceptibles
que fueron infectados al tiempo x y permanecen todavia enfermos después de (t-x) unidades de
tiempo. I: B S(x) K(x) e7**Ydx da por consiguiente o mimero total de individuos infectados

existentes hasta el tiempo ¢, y la duracién media del periodo infeccioso ests dada por

F
Ie""sds=r. '
)]
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Nétese que una interpretacién similar puede darsele a la constante de proporcionalidad Il: que aparece

en el modelo con natalidad y mortalidad del tipo S-I-R discutido en secciones anteriores. La
ls
reinterpretacion que acabamos de darle a 7 indica que el esha probabilidad de sobreviencia hasta ia

edad & y, por lo tanto, la esperanza de vida promedio es L.

Al utilizar la misma técnica damos una nueva interpretacién a la tasa de infeccién en el modelo
S-I-R con natelidad y mortalidad. Cuando la poblacién estudiada se encuentra en un punto de
equilbirio endémico (S, 1), la tasa asociada con loe casos puevos ~de infeccion, es decir, la tasa de
incidencia, estd dada por § S_ I. Por consiguiente 2 I 5 la tasa de _infeocién de la poblacion
susceptible. Si suponemos ahora una distribucién exponencial de la duracién de la enfermedad por
individuo, se deduce que el tiempo promedio de residencia de un individuo en la clase susceptible
antes de ser infectado esta dado por Ft: ¥, por lo mismo, ia edad media de un individuo al
contraer la infeccién es A = ﬂ—l]: Hemos visto que el punto de equilibrio endémico (Seor Io) Para

este modelo es la solucién con I, > 0 del par de ecuaciones algebraicas

B Se I =HK-5,), I_,[psm-;-g:]zo.
De estas ecuaciones obtenemos
_r4L S _
S0 = g7 oo = 5 5K - S0,
y ¢l niimero de contacto o reproductivo

10:"’“:%1::?1:;

Por consiguiente,

%=5LI°°=SI;(K“S°°)=SK"1=’°°'1’

o0




de donde
Ro=1+k.

Como L y A pueden estimarse con relativa facilidad, esta dltima relacion es util en la estimacién del
nimero reproductivo de l2 enfermedad bajo consideracion. Los valores dados al inicio de estas notas
para los niimeros de contacto en varias epidemias de sarampion fueron derivados al usar esta relacion.
Nétese que uno de los efectos de los programas de inmunizacion es el de reducir e} nimero de personas
enfermas o infectadas en equilibrio endémico. Eeto implica necesariamente, como puede verse de la
definicion de A, que la edad promedio de infeccidn sera mayor; por lo mismo, puede tener serias
consecuencias en enfermedades infantiles para las cuales el peligro de complicaciones médicas crece
considerablemente con la edad. Paralelamente, los programas de inmunizacién tienden también a

reducir el niumero total de casos en individuos de mayor edad, si bien la proporcion relativa de estos

casos puede incrementarse.
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- CAPITULO CINCO

MODELOS CON TIEMPOS DE ESPERA NO DISTRIBUIDOS EXPONENCIALMENTE




-28-

En lugar de suponer tasas de remocién constantes, es decir tiempos de espera distribuidos
exponencialmente, s¢ puede suponer que hay una probabilidad P(s) de permanencer infeccioso un
tiempo s después de haber sido infectado. P(s) es una funcién que decrece monotdnicamente y para la
cudl P(0) = 1. Llamaremos

o0

f:lP(a)ds,

Ia duracion promedio del periodo infeccioso. Un caso especial importante nos lo proporciona la

funcidén

P(s):{l ,0<8 <
6 ,s8>r

correspondiente a un periodo infeccioso de longitud fija 7. En este caso, la ecuacidn integral para I(t),

a saber,

t
1) = [ 8 S(x) I(x) P(t - x)d x
(i)

10 = [ #5014 x,

t-r

la cual es equivalente a la ecuacion con argumento retardado

It)=8SM)I(t)~BS(t—7)I(t - 7).
Las selecciones

e ¥ =J1
Pe)=eT" y Ps)={,

representan extremos ep la definicion de las probabilidades de infeccién, y hay alguna razén para
conjeturar que modelos con diferentes selecciones de la funcién de distribucion P(s) con el mismo

periodo infeccioso medio T tienen el mismo comportamiento cualitativo. Verificaciéon de la asercién

anterior es de algin interés matematico més solamente tiene relevancia epidemiologica si résulta falso.
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De hecho existen diferencias cualitativas en la dindmica de la enfermedad para diferentes selecciones
de P(s).

Es también posible introducir un periodo de exposicién o latente a la enfermedad de duracion
fija w, 0 mas generalmente se introduce, como en la discusién anterior, a la probabilidad Q(s) de que
un individuo permanezca en la clase latente un tiempo s depués de haber sido expuesto a2 la
enfermedad. _

En 4odo caso, ¢l anilisis de modelos de enfermedades con periodos de exposicién e infeccion de
duracién fija se reduce al analisis de sistemas de ecuaciones diferenciales en diferencia con dos
argumentos retardados, lo que conduce, a su vez, al apalisis de las raices de una ecuacion
caracteristica trascendental. De particular importancia, con respecto a las propicdades de estabilidad
de los puntos de equilibrio, es-el conocer el signo de la parte real de dichas raices. La estabilidad local
asintética estd garantizada si todas las raices de la ecuacion caracteristica tiene parte real negativa.

Describitemos a continuacién ejemplos tipicos de este analisis, a saber modelos S-E-I-R,
modelos S-E-I-R, y modelos S-E-1-S, al enunciar sin demostracion los resultados relevantes sobre las
ecusciones caracteristicas irascendentales. En cada caso, ¢l modelo correspondiente sin periodo
latente, el que no incluye al compartimiento E de individuos expuestos, es el caso especial de un

periodo de exposicion w igual a cero.

Fjemplo 1: El modelo S-E-I-R sin natalidad o mortalidad.
El modelo S - E = I - R con un periodo de exposicion de duracién fija w y un periodo de

infeccion de duracion 7 es

$'(t) = -8 S() Kv),

t
E'(t) = BS(t) 1(t) - BS(t-w) Kt -w), o Et)= I 85 I(x) dx,

“
t-w ’




-30-

tw
) =8St-w)It-w)-BSt-r~w)t-7-w), o I(t)=J B §{(x) I(x) d x,

t-r-w
R(t)=8S(t-r-w)It-r-w).
Ya que E y R estan bien definidos cuando S y I son conocidas se concluye que este sistema puede

reducirse al par de ecuaciones

S'(t) = -B S(¥) I(t) ,

t-w
) = I BSE)Ix)dx,
t-rw
y luego a la simple ecuacion
t-w
I(t) = - [ S'(x) d x = S(t - 7 - w) - S(t - w).
-r-w

Al sustituir esta expresién en S’(t) = —8 S(t) I(t) se obtiene finalmente

S'(t) = -B S(t) [S(t - 7 - w) - S(t - w)] .
Para esta gimple ecuacién diferencial en diferencias con dos retardos, para tener un problema bien
formulado, debemos proporcionar condiciones iniciales en el intervalo (1 + w) < t < 0 ya que toda
constante es una solucién como puede verificarse facilmente. Es posible probar que S(t) es no
creciente y tiende a un limite S, > 0 cuando t — oo; el valor limite dependera de los datos iniciales.
El analisis de este modelo es considerablemente mas dificil que el anilisis del modelo original de

Kermack-MacKendrick S-I-R, pero los resultados son cualitativamente los mismos.

Ejemplo 2: El modelo S-E-I-R con natalidad y mortalidad.
E! modelo S-E-I-R con natalidad y Vmortalidnd y periodos de exposicion ¢ infeccion de duracién
fijaes

S'(t) = ~B S(t) 1(¢) + }{K - (T}
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1
E(t) = AS() ()~ BS(t-w) [t -w)e L ~LE®)

1
T(t) = B S(t - w) I(t-w)e'r"'—pS(t.-f-u)l(t-rw)e“f(’*“”-,l:l(t).

2w : {7+w)
Los factores el y el representan probabilidades de mortalidad natural durante los periodos

de exposicién e infeccion respectivamente. Noétese que estos factores reducen el tamaifio de la clase
antes de que se efectuen las transiciones. Las ecuaciones para E e I pueden también escribirse en la
forma integrada

t 1
E(t) = ] B S(x)I(x) e L o)y 5,
w1
t-w 1
I(t) = j 8 5(x) (x)e L

t-w-1

(t.:)d X.

Una vez mas, puede considerarse como un sistema para S e I debido a que E y R estan totalmente
determinados cuando S e I son conocidas. Los puntos de equilibrio (S, L) estan dados por las

relaciones

“BSe oo+ 1 (K-8) =0,

1 1
ﬂSmlw(l—eTr)eTw—Il:lm=0,

y estas implican yasea quel, =0,5,=K (desaparicién de la enfermedad), o

lw
SW=(ﬁeT

{equilibrio endémico). El equilibrio endémico puede ocurrir solamente si S, < K, o en términos del

namero reproductivo, si
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yenestecaso S = % La linealizacién alrededor de un punto de equilibrio (S, I_) es

w(E) = ( L-p 1,,) u(t) - B S0 ¥(1),

v‘(t):ﬁlme-n u(t—w)—ﬁlwe-r u(t-r-—w)—i—v(t),
1 1
+ﬂsme-rwv(t—w)—ﬁSmcI(rw)v(t-r—w).

Con ecuacion caracteristica resultante dada por
—]1: -A-8I, -8S,,

ciaal P siaald IV T
ﬁlme(x.}r)h{l—e(“-r)] ‘—Ilj—l+ﬁswe(x+r)w[l-eu+r)]

de

Esta ecuacién se reduce a la expresion

-+liw -Galys
A+i+ﬁlm=ﬁ5we(x+]:) [l—e(AT)].

Para describir la establilidad de los puntos de equilibric de este modelo, debemos hacer uso del
resultado auxiliar signiente que enunciamos sin demostracion:

Lema 1: Todas las raices ) de la ecuacion

Atp+a=belrtr )“{l - e'(M"')"] ,

dondep > 0,a > 0,b > 0,w > 0,7 > 0, tienen parte real negativa si
be"“"(l—‘-ﬁzi)< 1 ,a>0

be"’“‘(l-lﬁﬁ)g 1 ,a=0.

Sia=0,beP¥ (l-:-;ﬁ) > 1, existe una raiz real positiva.
Al aplicar el Lema 1 a la ecuacion caracteristica que se obtiene substituyendo el punto de equilibrio

concoordenadassoo=l{,Ioo=0,conlosva.loresp=%, a=10, yb = f K, se observa que este

punto es asintdticamente estable si Pg < 1 e inestable si Ry > 1. Para el punto d‘e .equi]ibrio
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mdéminOO:%— queseobtienecmdo%o>l,uapﬁmotravudhmalperownp=11:,

8=B1,,>0,yb=fS80= ‘1’% obteniendose estabilidad asintética local debido a que

1 i,
ﬂ—Ke.rw (l_er ): 1.
kN ]:I

En conclusién, tenemos ¢l mismo tipo de fenémeno del umbral que se obeervé anteriormente en
modelos~de S—~E—I—R con tasas de natalidad y de mortalidad y con tasas de remocién constantes

entre compartimientos, pero con un niimero de reproductivo % diferente.

Eiemplo 3: El modelo S—-E-I-S.

Modelos del tipo S—E —1-S con periodos latentes y de infeccion de duracion fija se reduce,
al seguir un proceso similar al de los ejemplos anteriores al sistema de ecuaciones diferenciales en
diferencias con dos retardos

St)==-FSHKt) + St~ T - W) I(t — 7 —w),
It) =St —w) t—w)—BS(t-7—w) It —7—w),
después de haber eliminado a la variable E . Notese que debemos especificar Jos datos iniciales o
equivalentemente, re-formular el problema en forma integral para obtener una solucion unica (debido
a que culaquier par de constantes es solucion de este sistema). Al integrar las ecuaciones anteriores de

t-7- w a tobtenemos

t
S(t)y=K — I 8 S(x) i{x) d x,
t- W
t-w
Kt) = ] AS(E)Ix)dx.
t-r-w

Los puntos de equilibrio son ahora soluciones del sistema de ecuaciones algebraicas
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Seo=K=(7+w) S Ioey Ig=8 78
En consecuencia los puntos de equilibrio (S, I,,) quedan caracterisados por tener coordenadas I,
=0 o S = # El punto de equilibrio con S, = Bl; tiene significado biologico siempre que Bl?
<K o f r K >1. Al utilizar la técnica de linealizacion alrededor del punto de equilibrio con

coordenadas (S, I,,) se obtiene el n:tema lineal siguiente:

t
wt)=~ A1, J u(x)dx - BS, j v(x) d x,

t-r-w tr-w

- t-w t-w
v(t) = B 1 I ux)dx + fSy I v(x) d x.

t-7-w t-r-w

La ecuacién caracteristica correspondiente la obtenemos al buscar soluciones exponenciales u(t) = U

At yvit)=V M para el sistema anterior:

Al J—e Ar+w) 3 _psy l—e MT+w)
det r Sar =0,
ﬁlooe"\“l;er ﬁSooe"\“"l;el—--—l

o, equivalentemente,

]

-Ar(l—e)‘r) (1 A(r+w))

donde a = f8S,, vy b= g1, . Para completar la discusién de este ejemplo necesitaremos el
siguiente resuitado auxiliar:

Lema 2: Todas las raices de la ecuacion trancendental
N bl l= M)
(=) - v(let—)

dondea>0, b >0, r>0,yw > 0, tienen parte negativa real si

=1,

a(a——b)1'2 <1.




-35-

Este lemacon a = 8 Ky b =0 demuestra que ¢l punto de equilibrio con coordenadas S, = K,
Io =0 es asintoticamente estable si 8 7 K < 1. Por ¢l contrario, si 81 K > 1, el punto de
equilibrio con coordenadas (K, 0) es inestable debido a que la ecuacién caracteristica tiene una raiz
real positiva. La existencia de un punto de equilibric endémico tnico So, = Bl? y Ig = ?%'D (K -
Bl;) estés garantizada siempre que S 7K > 1. Si ahora utilizamos el Lema 2 perocona.:,lr yb
= ﬁ”_Lw(K -Bl-;)tcnunoe que
a—b==}.-?‘%(x—3‘;)=,‘.-ﬂ1@(prx-1)<,1,,

y que a(a — b) 12 < 1. Por consiguiente, ¢l punto de equilibrio endémico es asintiticamente estable.
El comportamiento de este modelo es el mismo que el del modelo correspondiente con periodos
latentes y de infeccién distribuidos exponencialmente debido a que hemos supuesto tasas de remocion
constantes. Més atin Ia formula para el nimero reproductivo es idéntica, es decir, %5 = 7 K .

El analisis de modelos que incorporan distribuciones mas generales para los periodos latentes
y de infeccién es mucho mas complicado. Por ejemplo, se da el modelo S—E-I-R con tasas de
natalidad y mortalidad igual a cero, y en ¢l que cada individuo tiene una probabilidad Q(s) de
permanecer en estado latente (es decir, en el compartimiento E incapaz de transmitir la infeccion s
unidades de tiempo después de haber sido expuesto a la enfermedad), y en el que cada individuo tiene
una probabilidad P(s) de permanecer infectado (es decir, de permanecer en el compartimiento I s

unidades de tiempo después de haber sido contagiado) por el siguiente sistema:

s'(t) = —- B5(t) I(v),

. |
B0 = [ A5 1x) Qe-x)dx,
. 0

t
E(t) = ASt) It) + ] A S(x) I(x) Q'(t-x)dx,
0
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t u
) = - I J B S(x) 1(x) Q'u—x)dx |P(t—v)du
o Lo
t

I K(t-x) A S(x) I(x)d x,
0

donde

w

K(w) = - I P(w—v) Q{v)dv.
0

e

Este modelo no ha sido analizado en general para todo tipo de distribuciones P y Q . Otro ejemplo
de un modelo que requiere un analisis mas completo es el de una enfermedad de tipo S—I-R, sin

periodo latente pero con un periodo de infeccién arbitrario,

S'(t) = ~ B S(t) I(t),

t
) = J BS(x) I(x) P(t—x)d x.
0

Este sistema tampoco ha sido analizado en general.
Por otro lado, el modelo S—E~I-S con periodos latentes y de infeccién arbitrarios es
parecido al modelo S—E—-I-R y por lo tanto no ha recibido atencién como aquel. Sin embargo, un

caso especial de interés que puede ser analizado completamente, es ¢! del modelo S—I-S dado por el

sistema

§'(t) = ~ B S(t) 1(t),

t
I(t) = I B 8(x) I{x) P(t-x)dx,
donde S(t) + I(t) = P
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Después de eliminar S reducimos el modelo a la ecuacion integral
t

1) = j Bx) [K —I(x)} Pt-x)dx.
0

Los puntoe de equilibrio son soluciones del la ecuacion

00
-~ Io = Bl (K—Ix) ] P(e) d s,
0

y, por consiguiente, tenemos que I, = 0 (la enfermedad desaparece) o

00
1 = B(K~-1Iy) I P(s)ds = A(K~-I) T
¢

En esta tltima expresion, si § r K > 1, tenemos un punto de equilibrio endémico con coordenadas
I=K- 317 , sm=31;'. Al utilizar la técnica de linearizacion alrededor del punto de equilibrio I,

se obtiene la ecuacion lineal

oo :
u(t) = (K -21,) I u(x) P(t—x) d x
0

o0
BK — 2 1) ] u(t—s) P(s) d s,
0

con su ecuacion caracteristica correspondiente:

OO
B(K-21) J e plsyds = 1.
0

Es posible demostrar que todas las raices de
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)
a J e"\’P(s)ds =1
0

' t.ien parte real negativa si y solo si

00
s I P(s)ds = a7 < 1.
0

Esto demuestra que el punto de equilibrio con I = 0, ¥y por lo tanto con a = g K, es asintoticamente

estable si ysolosi # r K < 1. Para el caso del punto de equilibrio endémico,
a=B(K-21y) = ,6(32;-1().
¥, por consiguiente, este punto de equilibrio es asintéticamente estable si Sr ( B-z; - K) <1i,o0si

BrK>1. Nétese otra vez que ¢l comportamiento cualitativo de este modelo aiin cuando mas general

es ¢l mismo que el del modelo més simple analizado en paginas anteriores, si bien el analisi es mucho

mais -wmplicado.
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CAPITULO SEIS

-~ MODELOS PARA EPIDEMIAS CON POBLACION TOTAL VARIABLE
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Cuando describimos modelos S—I—R con tasas de crecimiento igual a cero, mencionamos
que no son aplicables a enfermedades generalmente fatales, o enfermedades que tienen un tasa de
mortatidad tan alta que es imposible suponer que ¢l tamaiio de la poblacion permanece constante. En
este caso, la clase R consiste de aquelios individuos que han fallecido. En tal caso, no es posible
suponer que la tasa de natalidad de la poblacion es proporcional a la misma o ni siquiera proporcional
a la poblacién de los individuos susceptibles y simultaneamente mantener el tamaiio de la poblacion
constants. en la ausencia de la enfermedad. Para modelar este tipo de enfermedades fatales, es
necesario suponer entonces que la tasa de natalidad es dada por una expresion no lineal y que el
tamaiio de la poblacion varia con el tiempo.

Empecemos por considerar una poblacion cuyo crecimiento en ausencia de la enfermedad es
descrito por la ecuacion diferencial logistica. Alternativamente podemos suponer, sin aumentar el
grado de dificultad del analisis, que la tasa de cambio de la poblacion al tiempo t es funcidon
exclusivamente de su tamafio en ¢l mismo instante. Supongamoe luego que todos los infectados que
fallecen lo hacen a consecuencia de la enfermedad, es decir, que la duracion del periodo de infeccién es
lo suficientemente pequeiia como para ignorar fallecimientos por causas ajenas a la infeccion durante
este periodo. Como en secciones anteriores, P(s) demotara la probabilidad de que un individuo
infectado permanece infectado aioosobrevive, s unidades de tiempo después de haber adquirido la
infeccién; ¥y por lo tanto, I P(s) d 8 = r nos da la duracién promedio de la infeccion.
Supongamos también que el ﬁgico segmento de la poblacion que se reproduce, y cuya tasa de
mortalidad es independiente de la enfermedad es el de los individuos susceptibles. La dinamica de
erecimiento de este compartimiento la hemos supuesto regida por la ecuacién logistica, como se

recordara. Bajo estas suposiciones llegamoe al siguiente modelo:

s = rs0) [1-32] - s50) 10,
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oo
Kt) = Iﬁ S(x) I(x) P(t—x)d x.
0

Nétese que podria afiadirse una ecuacién para R(t) que comprenderia al niimero total de personas
fallecidas debido a la enfermedad al tiempo t, sin embargo este comportamiento no afecta en absoluto
la dinamica de la enfermedad en el resto de la poblacion y, por consiguiente, lo omitimos. Los puntos

de equilibrio (So, Loo) del sistema antetior son soluciones del siguiente sisterna de ecuaciones

algebraieas
S
£So0(1-2) = B 500 loo
I = B78x1x

Notese que I, = 0, lo que implica que S, = K, o Soc = Bl; , de donde 1(1—3-_117? )=ﬂ 1o ©
Io= ﬂl_ﬁ‘l}_l( ), Al utilizar la técnica de linealizacion alrededor del punto de equilibrio (Soq, L)

obtenemos
w(t) = [ (1-—R—) Bl ]u(t) — B S v(t),

t t
v(t) = [ B oo u(t—s) P(s)ds + j B Soo v(t—8) P(s) d s,
0 0

con su ecuacion caracteristica correspondiente

25
I [ P(s) & * ds B Seo ] P@) e P ds— 1
0 0

o, equivalentemente,
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00

[:(1-2—i°’{°—°)-x] psmj Pa)eMds—1|4+ Bl = 0.
0

SiIpy=0y S,,=K, entonces l(l—zlsf’—")(ﬂ , ¥ |a ecuacién carcteristica se reduce a la expresion

= o]
B Soo ] P(s) cMds = 1.
0

@
Todas lax raices de esta ecuacidn tiemen parte real negativa si y solo si ﬂsco] P(s) ds=g Kr<1.

Por lo tanto, el punto de equilibrio libre de infeccién es asintoticamente esta.(l)le si Toy=H7K<1 e
inestable si Jog>1.

Para el punto de equilibrio endémico, se da la ecuacion caracteristica por la expresion

o0
B Seo I Ple)eMds—1 = ‘”""23 ,
0 A=l - 232)
i e Bl A+ Blop =11 - 23%9)
B Se ] P(s)e'hds = 1+ 8 = 75
0 A—l’(l——R—) a\—r(l——R—)
Podemos reescribirla como
00
b] P() X ds = 342
<on 0
b=p8Sc=#%>0,
_ 2S5\ _ 1 2\ _
= B f1-2) = (1)) = g
y

= i1 = - gh) = (2545),

Notese ademas que a —¢c = I, > 0.
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Fl anilisis completo de ests ecuacion, en el caso general, no se ha realizado a la fecha. En estas

notas consideramos solo dos casos especiales.

1 00
Caso 1: P(s) = e T8 ] P(s) eMyg = X;%
0

Este caso corresponde a

-

t
1
1(t) = I 8 5x) I(x) ¢ T ¢ Pax,

0
o, equivalentemente,

I = ASE) 1) — $I).
De esta maners obtenemos el siguiente sistema bidimensional de ecuaciones diferenciales ordinarias
s = 1501 -3 |- ss0 10,
I = ASH I — $10).

La ecuacion caracteristica correspondiente es

br _ Ats
A+1 7 Ayc?
[
br(A+¢) = (A+a)(Ar+1)
o

732 4+ [a-b)r+1]) + [a-ber] = 0.

.
L )

Ambas raices de esta ecuacién cuadratica tienen parte real negativa si (a—b)r + 1>0 y si a~ber>0.
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Estas condiciones son satisfechas en este caso debido a que br=1, a>0, a—c>0. Por lo tanto si

existiese un punto de equilibrio endémico y K> 1, dicho punto seria es asintoticamente estable,

1,0<8<Tr oo

] P(s) e 2ds = l-:f-f

mz: P(S) = {
0

0,s5>r1

Este caso corresponde al modelo

-

S't) = rS(t) [ S50 - asw i,
() = BS(t)I(t) — BS(t—r) I(t—),

cuya ecuacién caracteristica esta dada por

b(L=7) = 3

y su analisis requiere del resultado siguiente:

Lema }: Para la ecuacion
A+a = (bAr+be) (1—-1&)
con a>0, >0, |b|7r <1, todas las raices tienen parte real negativa si a>jb ¢ |r. Sin embargo,
6 a>0, >0,y br=1 existen valores de c (con a<|bc¢cir o a+ ber<0) para los cuales hay raices
con parte real no negativa.
Si aplicamos la primera parte de este lema a nuestra ecuacién con a:Br—, b=11- s €=

7K
[33?—1] tenemos que el punto de equilibrio endémico es asintéticamente estable si a+¢>0 o si

PTK<3, pero es inestable si f7K es suficientemente grande. El comportamiento de este :‘nodelo es
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diferente al del modelo en el caso 1. Este segundo caso nos proporciona un ejemplo de un modelo cuyo
comportamiento depende de la funcién P(s) y no solamente de su valor medio 7.

Estudios de campo de la epidemia de hidrofobia canina de los sorros en Europa
proporcionan un estimado de la capacidad de carga Ko de aproximadamente 1 mrro/kmz. Para
densidades por debajo de este valor critico no se producen brotes epidémicos. Sin embargo si este
valor es excedido no solo hay brotes epidémicos sino que, ademas, la epidemia alcanza un estado
endémicg, En nuestro modelo tenemos que Ry=B7Ky K’I=Bl? debido & que la duracién del periodo
de infeccién es aproximadamente de 5 dias o 715 de aiio, podemos utilizar el valor de Ky
proporcionado arriba para estimar el coeficiente de transmision §. Al substituir K por K en la
formula para R, y despejando obtenemos para B el valor de 73 km? /aiio. En los mismos estudios de
campo se ha observado también que en regiones con alta densidad de zorros, la rabia ha alcanzado un
pivel endémico estable. También se han observado oscilaciones alrededor de este estado endémico.
Estas observaciones sugieren que el modelo del caso 2 es mas apropiado para esta epidemia que el
modelo del caso 1. En realidad, la hidrofobia canina tiene un periodo latente de aproximadamente 28
dias, es decir, de -115 de afio, y por consiguiente una mejor descripcién de esta epidemia podria estar

dada por un modelo del tipo S—E-I—R:

S'(t) = rS(t) [ 1- 51%)-] - B S(t) Kt),

t
B = | AS@IKx

) = ] 8 S(x) I(x) dx,
r

R(t) = BS(t-7-w) t—7—-w).
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Este modelo puede reducirse al par de ecuaciones

S'(t) = rS(t)[l -%({‘l] - BS(t) 1),

t-w
) = J 8 S(x) 1(x) dx.
t-7-w
Y &i definimos
&) = rS(L - §)
y util o8 t-w t-w
M = | Aswime =] [e{50) -5 ]ex
t-17-W t-7-w
t-w
= I g {S()} dx — S{t—w) + S(t—r—w),
t-7-w

podemos reducir este modelo al estudio de la siguiente ecuacion:

-

t
§' = g{S®)} — AS®)| St—r—w) — S(t—w) + I £{S(x)} dx
t-T-w
Esta ecuacion altima puede ser annlisida. directamente. En el caso de la rabia, se tiene no sdlo que 7
= 713 por afio y que w = -1!5 por aiio, sino que se tiene también que r = 0.5 (por aﬁo)'l.

En este modelo es facil calcular ¢l punto de equilibrio endémico:

8cn
i

E°°=3r;w( T .
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Por lo tanto e} tamadio total de la poblacion en equilibrio es

Seo +tExo + 1o = %-F#‘F (w+r)(&£-(;_-x—),

y, por consiguiente, la poblacién no llega a alcanzar el valor Ky y el tamaiio real de la poblacion en

equilibrio es

K — (So0 + Boo + loo) = 7 (B7K 1) = £+ (55)

La expresion anterior es equivalente a

Bl;(ﬁrx—l)[1—i%:—xf—)].

Cuando K es grande esta cantidad se aproxima a K, lo que indica que en regiones con alta densidad
de sorros, ¢l punto de equilibrio endémico pude temer un valor suficientemente pequeifio tal que
ocecilaciones alrededor de este equilibrio pudieran ser capaces de eliminar la poblacién de los zorros
enfermos. Eata tendencia a oscilar es incrementada por la presencia de otros factores como los efectos
estacionales, reproductivos y de transmision de la rabia.

Es posible introducir mas realismo en la dinimica de poblaciones en modelos del tipo
S—I-R con recuperacién y en modelos del tipo S—I—S con poblacion y tasas de natalidad constantes.
Esto se logra al incluir tasas de mortalidad en cada clase, pero debe de considerarse que en algunas
ocasiones es razonable suponer que el periodo de infeccion, y el latente, si incorporamos 1a clase E, son
tan cortos que la mortalidad en estas c.lases puede ser ignorada. Los modelos que se obtienen de esta

manera son mas complicados comparados con loe que hemos examinado pero el comportamiento

cualitativo es idéntico.
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. CAPITULO SIETE

MODELOS PARA LA PROPAGACION DEL PALUDISMO
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Las infecciones parasiticas se encuentran entre las enfermedades con mayor prevalencia en el
mundo con graves consequencias para la salud piblica de paises en desarrolio. Por cjemplo, el
paludismo es endémico varias regiones del planeta, ain después de la puesta en practica de
programas masivoe de control durante varias décadas. El nimero de individuos que padecen del
paludismo es estimado en mais de 350,000,000. Otras enfermedades parasiticas de importancia son la
esquistosomasis, la cual afecta 200,000,000 individuos aproximadamente, infecciones causadas por
anélidos, que afectan 450,000,000 individuos aproximadamente. El sufrimiento individual causado
por los sintomas de la infeccion es considerablemente magnificado por problemas economicos
inherentes al subdesarrollo, inciuyendo la malnutricién cronica y la carencia de servicios médicos. El
paludismo es una enfermedad crénica aguda que se puede prevenir o curar completamente pero que
puede tener consequencias fatales si nmo se trata a tiempo. Desafortunadamente las condiciones
econdémicas de los paises en desarrolio hacen practicamente imposible la implementacién- de medidas
de prevencibn o de tratamiento. La situacion se complica mas si uno considera la reciente
emergencia de cepas de parasitos resistentes a las medicinas que se utilisan normalmente en el
tratamiento del paludismo.

El paludismo tiene una historia iinica dentro de los estudios tedricos en epidemiologia debido
a que se combiné casi simultineamente ¢l descubrimiento del ciclo de su transmision y el uso de
modelos matematicos para el estudio de la enfermedad. Ronald Roes elaboré un modelo simple para

describir 1a dinimica de transmision del paludismo a nivel poblacional y demostrd, con &l uso de este

modelo, que para eliminar el paludismo no era necesario eliminar todos los vectores responsables de su_

transmisién sino que existia una cantidad umbral, el nimero reproductivo, que indicaba que para
disminuir los niveles de incidencia y. prevalencia de la enfermedad a niveles tolerables era necesario
disminuir la poblacion de vectores por debajo de un cierto nivel critico. Este resultado fue el primer
teorema umbral del tipo de los discutidos en paginas anteriores. Roes, al realizar la utiljcl‘ad de—los

modelos matematicos en epidemiologia, impulsé a varios investigadores entre los cuales se encontraba

50
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MacKendrick, para que continuaran utilisténdolos en sus estudios epidemiologicos (Diets,
~ comunicacién personal). La influencia def modelo de Ross ha sido muy importante a lo largo de
varias décadas y ha servido como base tedrica para entender de la dindmica poblacional del
paludismo.

En esta seccién presentaremos algunos de los modelos basicos pars ¢l paludismo con el
objetivo de describir el estado de loe resultados tedricos mas recientes al ilustrar, ademas, la utilidad
de estos modelos en la amplificacion de nuestro entendimiento de la transmision de esta enfermedad.
También discutiremoe brevemente las limitaciones de los mismos y la necesidad de desarroliar
modelos mas detallados con el propdsito de contribuir a! desarrolic de formas de control mas
eficientes. Si bien los modelos para las enfermedades transmitidas por vectores, como el paludismo,
son similares a los modelos compartamentales que hemos discutido anteriormente, poseen también
caracteristicas muy particulares debido a que los procesos biolégicos relevantes en su ciclo de
transmision son distintos.

El paludismo es una enfermedad causada por un parasito protozoario Plasmeodium spp.. El
ciclo de vida de este parasito alterna entre dos hospederos mosquitos del genero Andpheles y los seres
humanos. Este parésito es transmitido a los seres humanos cuando las mosquitas infectadas los pican
para alimentarse de sangre. El parasito emigra al higado y permanece ahi en estado latente mientras
sc multiplica. Después de este periodo los microorganismos penetran loe globulos rojos llevando a
cabo un tipo de reproduccion asexual. La presencia de pardsitos generados en esta etapa de
reproduccion asexual causa los efectos patologicos que se observan en los individuos afectados por el .
paludismo. A esta fase asexual sigue una fase sexual en la que se producen los llamados gametocitos.
Los gametocitos constituyen la forma en que la enfermedad se transmite de nuevo al vector. Cuando
una mosquita pica se alimenta de la sangre del humano infectado. La fertilizacién del parésito ocurre

en la mosquita, completandose asi ¢l ¢iclo de transmision.

.
[ 3

El ciclo de transmision del paludismo fue descubierto por Ross en 1897 (se le otorgd el
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premio Nobel de medicina). Si bien este descubrimiento fue rapidamente aceptado y apreciado por la
comunidad de trabajadores de la salud piblica, la conclusion de Roes de que el control fle la poblacion
" de mosquitos es suficiente para controlar la propagacion del paludismo fue rechazada. Los argumentos
los que se baso este rechazo arguian de que no era posible eliminar/erradicar a los mosquitos
completamente en una region, y que al suponer que esto fuera posible la re-invasion inmediata de esta
regién no podria ser evitada. Si bien Roes construyé un modelo simple que acallo a sus criticos, a
través del concepto del nimero reproductivo, la simpleza del modelo, es decir la falta de
heterogenidad en el comportamiento de los hospedarios (reconocida por Ross), “oculté” las tremendas
dificultades en el establecimiento de medidas efectivas de control (Macdonald, 1957). El desarrollo
de programas de control que toman en consideracién los efectos de la heterogenidad en la transmision,
de enfermedades parasiticas (debido a efectos estacionales, geogrificos y de comportamiento) y de la
situacién econémica de los paises en desarrollo representa uno de los desafios mas importantes y
urgentes en el mundo actual.

Designaremos por N al tamafio de la poblacion de seres humanos que se supone constante, y
pot £ & la proporcién infectada de la poblacion humana. La constante M representa a la poblacién
de mosquitas, y y la proporcion infectada de ésta. Por consiguiente, m = %II' denota el nimero de
vectores (mosquitas) por persona. Ademas se supone que a denota el nimero de piquetes por
mosquita por unidad de tiempo, & la proporcién de piquetes infectados necesarios para que una
mosquita transmita la infeccién, r la tasa de recuperacion por persona infecciosa (de tal forma que %—
nos da la duracion media del periodo de infeccion en los humanos), y 4 1a tasa de mortalidad por
mosquito (-}; nos da la duracién media de la vida de los vectores). La tasa de infeccion de los seres
humanos, es decir, la incidencia (casos nuevos de infeccién por unidad de tiempo), depende del
nimero de piquetes de mosquitas por persona por unidad de tiempo (¢ M / N), de la proporcion y cie

mosquitas infectadas, de la proporcién (I —z) de personas susceptibles, y de la probabilidad & de que

una persona sana mordida por una mosquita infectada se infecte. La incidencia en las mosquitas (es
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decir, ¢l nimero de casos nuevos de infeccién por unidad de tiempo), estad dado, analogamente por el

término az(I—y); por consiguiente ¢l modelo de Roes esta dado por:

%"T = “‘—ﬁ-M-y(lw-x) - rx,

%% =ax(l-y) - py.

Nétese que en este modelo se supone que la tasa de mortalidad de los seres humanos es despreciable
cuando se compara con su tasa de recuperacion, y la tasa de recuperacion de las moequitas es
despreciable cuando se compara con su tasa de mortalidad. Tambien suponemos que la tasa de
mortalidad de las mosquitas es la misma independientemente de que estén infectados o no, y ademas
que la probabilidad de transmisién de las personas infectadas a las mosquitas no infectadas es 1.
Después de encontrar los puntos de equilibrio, de utilizar la ténica de linealizacion, y de
determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio, se puede demostrar que el modelo de Ross

exhibe un fenémeno umbral. Explicitamente, si ¢l nimero reproductivo
2
%, = BAP <,

¢l Gnico punto de equilibrio es x=0 , y=0 (la infeccion desaparece) y este punto de equilibrio es
asintoticamente estable. Si %5 > 1 el punto de equilibrio es x=0, y=0 es inestable pero hay un

punto de equilibrio endémico con coordenadas

_ aZbm — I _ a%bm ~ ru

a (r +abm) ' Y = %m (ot @)

¢l cual es asintdticamente estable. "

El anilisis del modelo de Ross también se puede obtener si se bosqueja el campo vectorial
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asociado con este sistema. La isoclina x, o Ia curva para Ia cual x’ = 0, esta dada por

abmy(l-x) — rx = 0,

y después de diferenciar esta ecuacién implicitamente se nota que en esta curva

dy _ abmy+r

- & T bm(I-x)°

El valor de 1a pendiente en el origen esta dado por SI:E . La isoclina y, o la curva asociada con

y'=0, esta dada por la expresion

ax — axy — py = 0.

Notese que

dy _ a(l-y)
dx - X +5

nos da la pendiente de esta curva; su valor exa el origen es % . Si Eﬁ'ﬁi > % , la isoclina x esta arriba
de 1a isoclina y para todo tiempo t, y por lo tanto las isoclinas se intersectan solamente en el origen.
Notese que ;l%ﬁ > es equivalente a pedir que que el niimero reproductivo %y < 1. Este anilisis
demuestra que (0,0) es el iinico punto de equilibrio &i %y < 1 (Figura 1). La isoclina z es una
curva concava Y la isoclina y es una curva.-oonveu., y por lo tanto las isoclinas no se intersectan.

Si por el contrario %y > 1, la isoclina y se encuentra arriba de la isoclina £ inicialmente, y

la naturaleza de las curvaturas nos da un equilibrio endémico tnico (Figuras 2, 3). Veamos ahora

como la magnitud de % afecta a la isoclina y. Si % es grande, el valor inicial de la pendiente de la
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isoclina y es muy grande mientras que si -ﬁ es pequeiio la pendiente de la isoclina y siempre es

pequeiia y el punto de equilibrio endémico se Jocalisa en una region donde pequeiias perturbaciones del

indice "’; pueden producir cambios notables en los valores de Ia coordenada x de este punto de

equilibrio.
Yy
Figura 1
Yy
dx _
&= 0
dy _
;E-O
x
Figura 2 ( § large )

dx _
=0
dy _
=0
X
Y
dx _
$=0
dy _
*=0

Figura 3 ( J; small )

El valor inicial % de Ia pendiente de la isoclina y representa ¢l nimero promedio de piquetes

recibidos por seres humanos durante la vida de una mosquita tipica. Si este indice es muy grande, el




-55-

paludismo tiende a permanecer en estado endémico. Este estado fue descrito por Macdonald en 1957
como “el paludismo estable”. Cuando el indice  es pequefio, se han observado brotes epidémicos de
paludismo. Si % < E_:.B el modelo de Roes predice que el paludismo desaparecera y que aun en e
caso de que hubiera un punto de equilibrio endémico éste estaria tan cerca del eje x que la incidencia
de paludismo observada seria muy baja. Este estado fue descrito por Macdonald como “el paludismo
inestable.”

.«Si bien este modelo simple nos da un bosquejo general de la dinamica del paludismo, es
incapaz de explicar las observaciones de los epidemiblogos. Por ejemplo, en regiones donde el
paludismo ha alcanzado niveles endémicos altos, donde e} indice de estabilidad f; es alto y donde se
observa un proporcién muy alta de personas infectadas, el modelo predice que una alta proporcién de
las mosquitas también estéd infectada. Sin embargo, datos experimentales indican que hay una
prevalencia de infeccién en las mosquitas de menos del 10% aiin en las regiones donde los niveles de
infeccién en los seres humanos son muy altos.

Esta anomalia puede ser “corregida™ con la incorporacién de un periodo de incubacién en las
mosquitas. Si se supone que este periodo de incubaci6n tiene duracion r y si y denota la proporcion
de los mosquitas infecciosas y ademés incluimos la variable z que representa la proporcién de
moequitas expuestas a la enfermedad pero todavia no infecciosas, podemos reestructurar nuestro
modelo de la manera siguiente:

x'(t) = abmy(t) [1 —x(t)] - rx(t),
YO = axt—n) [ -yt - 1) —slt = 1) - py(t)

Y = ax(t) [ - y(®) —5(O)] - ax(t =) [1 =yt - 1) =5t - 7)) T pxft).

Fl anilisis de este modelo nos da el nimero reproductivo

. 2
— ma‘b -pr
%0——?——# Cp,




donde b representa la proporcion de piquetes por mosquitas infectadas que resultan en infecciones en
los seres humanos. Nétese que el nimero reproductivo ha sido modificado por el factor ¢ 7, y que la

proporcion de seres humanos infectados en el modelo simple (de Ross) puede ser expresada como

R — 1
xoo—%__'_lv

.

mientras que para este modelo con periodo latente para los vectores la proporcién de seres humanos

infectados puede ser expresada como

%o -1
Xoo = T —5 -
o+
La proporcion infectada de moequitas también es alterada por !a subetitucion de % by @0 . Enel

modelo mas simple

a
Yo = %0—1 b7
o %g 1+p’

mientras que en el segundo modelo

Como ur es mucho mayor que 1, se observa que y,, puede ser muy pequefio aiin cuando %0 y %
tienen magnitudes altas. Esta calibracion simple llevé a Macdonald a la conclusién de que las

medidas de control que se enfocan en la poblacion de mosquitas adultas son mas efectivas. que el uso

de larvicidas. Esto se debe a que la curva de sobrevivencia de ias larvas se incorpora en ﬁo 8olo a
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través de la razén m de mosquitas a seres humanos pero la curva de sobrevivencia de las mosquitas

adultas interviene a través del factor '—-;;: flo es mucho mas sensitivo a aumentos en u
‘ (reduccién de la vida media de las mosquitas adultas) que a cambios en m.

Estudios epidemiolégicos indican que el niimero de casoe de paludismo fluctua a lo largo del

aiio; estas fluctuaciones pueden ser explicadas si se supone que la poblacién total de mosquitas varia

debido a los efectos de las estaciones del afio. Se pueden incorporar efectos de estacionalidad con la

ecuacion-

%—ht—-d- = -pM + E(t),

donde E(t) denota la tasa de nacimiento de mosquitas, la cual debe de ser estimada empiricamente o

podemos simplemente suponer {como lo hacemos a continuacion) que esta varia de una manera

sinosoidal. Si retenemos la ecuacion

& = My y(1-x) - rx

para describir la dinamica de los seres humanos infectados y si introducimos la ecuacion

Y= ax(l-y) - B+ MOy

para describir la dinamica de la poblacién de mosquitas infectadas, obtenemos ciclos anuales con el
valor miximo de £ que aparece antes que el valor maximo para la densidad total de moequitas M y
para el nimero .yM de mosquitas infectadas. Sin embargo el valor maximo de r precede al valor

maximo de la prevalencia y de mosquitos infectados. Estos resultados estan en conoor.d?nci; con

resultados de campo.
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Otro factor importante en el estudio del paludismo es el fenémeno de la super-infeccion,
cuando los seres humanos suften los efectos de varias infecciones simultaneas y los efectos de estas
infecciones en el proceso de recuperacion. Este fendémeno se puede modelarse al reemplazar la

ecuacion

%y(l—ﬂ - rx

ek
"

por la ecuacion

E%M..y(l_.x) - Px,

el
f

donde p denota la tasa de reversién al estado susceptible. El primer modelo supone que p =r, e
ignora la posibilidad de la superinfeccion. Macdonald (1957) sugirio el uso de

r-h (r>h)
o=

0 {r—h)
donde
h = Q%M Y.
Diets (1974) sugirié
p = ——.
(eF-1)

Estos modelos son mas complicados que el modelo original de Ross debido a que h depende de y,
pero amboes tienen el efecto cualitativo de aumentar ligeramente los valores de ry de y en equilibrio.
Como el fenomeno de superinfeccion no es de importancia a niveles de prevalencia bajos, el valor del
niimero reproductivo basico % D0 es afectado.

Otro factor de importancia en la transmisién del paludismo que no ha sido incluido en este

modelo es el de la adquisicion de inmunidad parcial. Debido a que los mecanismos responsables en el
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gisterna inmuno no son bien entendidos, los modelos que han incluido este factor, en el caso del
paludismo, son muy primitivos y su aplicabilidad es discutible.

Una hipdtesis es que puede aumentarse la inmunidad parcial al paludismo a traves de la
exposicién repetida a la infeccion pero que esta immunidad se pierde gradualmente si el individuo no
se expone & ella. Un modelo (Dietz, Molineaux, Thomas 1974) que se ha ajustado bastante bien a los
datos proporcionados por una encuesta detallada a gran escala en la region Garki de Nigeria, supone
la existencia de dos tipos de individuos: a unos se les puede detectar todas las infecciones y se
recuperan lentamente mientras que a los otros solo se les pueden detectar 70% de sus infecciones y se
recuperan rapidamente. Si bien las soluciones de este modelo nos dan un buen ajuste en un caso
particular, este modelo no puede explicar la aparente pérdida de inmunidad que debe ocurrir cuando
|a transmision se reduce en forma significativa. Ademas, este modelo parece no ser aplicable en las
regiones donde el paludismo existe a niveles endémicoe bajos.

La utilizacién de programas de control temporales puede tener efectos contraproducentes;
por ejemplo, los resultados del projecto en Garki demuestran esta posibilidad. Primero, la poblacion
fue protegida contra el paludismo con la utilizacién de insecticidas aplicados directamente a la
poblacién de mosquitos y con la administracién continua de antibiéticos para la prevencién y curacion
del paludismo. Después de descontinuar la proteccién se obeervaron niveles de prevalencia mas altos
que los de poblaciones similares donde no se babia utilizado ningiin programa de control. Los métodos
de control disminuyeron el nivel de mmumdad temporal adquirida por la poblacion de Garki. Como
en muchos procesos biologicos, la situacion no es estatica sino dindmica. La utilizacién de medidas de
control altera el proceso evolutivo de la relacion hospedario-parasito. Mas ain, los veciores capaces de
sobrevivir en la presencia de insecticidas han aparecido. Parisitos capaces de resistir los efectos de
drogas contra el paludismo ya existen. No hay respuestas simples, y la distancia entre los modelos

conceptuales, los modelos tacticos detallados y el control epidemilogico es desafortunadamente muy

grande.




-60-

. CAPITULO OCHO

MODELOS DE LA PROPAGACION DEL SINDROME DE INMUNODEFIENCIA ADQUIRIDA
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El virus de immunodeficiencia adquirida (VIA) es el agente etiologico del SIDA. La
Organizacion Mundial de la salud estima que hay entre 5 y 10 millones de individuos infectados en
todo el mundo. Si bien las estadisticas en los paises en vias de desarrollo no son totalmente confiables,
sc cstima que la situacion en varios paises del Africa ba empezado a alcanzar niveles de infeccion del
VIA peligrosamente altos. La situacion en Latinoamérica no ha sido completamente evaluada pero sin
embargo se han observado un niimero creciente de casos en paises como México, y un nimero
alarmante de casos del SIDA en Brasil. En los EEUU, donde se tiene un sistema de vigilancia mas
eficiente, se habian reportado mas de 140,000 casos del SIDA hasta septiembre de 1990, y se estima
que mas de 1,000,000 de personas han sido infectadas por el VIA. En los EEUU, mas de 50% de los
casos reportados de SIDA han fallecido y se espera que la mayoria de los individuos infectados
(90%+) falleceran, debido a complicaciones directamente asociadas con este tipo de infeccion, dos o
tres afios después de exhibir sintomas severos del SIDA. El estudio de la dinamica del virus se ve
complicado por uns gran variedad de circunstancias.

La mayoria de los individuos infectados no exhiben sintomas por un periodo largo de tiempo,
durante el periodo de incubacién. La duracién media de este periodo latente (uno a seis meses) mas el
perfodo de infeccion, se estima en aproximadamente 10 afios. Si bien no se conoce Ia forma exacta de
la distribucién asociada con la duracién del periodo de incubacién, se ha observado un gran
variabilidad en la misma. Ademas, hay evidencia de que la infectividad de los individuos varia con el
tiempo durante ¢l cual se ha estado infectado, es decir, con la edad de la infeccion.

Las formas de transmisién incluyen coito vaginal, coito anal, transfusiones de sangre y uso de .
agujas hipodérmicas contaminadas. [Es evidente que el entendimiento de la diversidad de
comportamientos sociales y sexuales que determinan el nivel de endogamia y heterogamia entre los
individuos de cada grupo definidos por dichos comportamientos, es de fundamental importancia en la

evaluacion de la propagacion (y consequencias) de las epidemias del SIDA. '\

L]

Varios autores entre los que se encuentran Castillo-Chavez et al. (1989a,b...) ban desarrollado
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una serie de modelos que se concentran exclusivamente en la transmision sexual del SIDA. En esta
seccién describimos el modelo mas simple. Suponemos que la poblacion se combina de una manera
homogenea y que todos los individuos infectados son infecciosos. Ademas, si bien se supone que la
duracion del periodo de infeccion es variable, en este modelo todos los individuos infectados son
igualmente capaces de transmitir la infeccion (es decir, son igualmente infecciosos.) En las secciones
siguientes describiremos extensiones de este modelo que incorporan heterogenidad en la mezcla de
individuos y variabilidad en la capacidad de transmitir la infeccién.

La poblacion de individuos se divide en tres clases epidemiologicas: S, la de los susceptibles; I, la
de los infecciosos asintomaticos; y A, la de los portadores (cbviamente) sintomaticos. Se supone que
los miembros de la clase A no son sexualmente activos, y que por lo tanto, son incapaces de
transmitir el VIA sexualmente. A denota la tasa de “reclutamiento” de susceptibles (no hay
reclutamiento en los otros grupos); u denota la tasa de remocion de la clase de individuos sexualmente
activos; d denota la tasa de mortalidad debido al SIDA; A denota el coeficiente de transmision por
amante infeccioso; y C(T) denota ¢l nimero promedio de parejas que un individuo tipico puede tener
por unidad de tiempo cuando el nimero de individuos sexualmente activos es T=S+1. Generalmente
C(T) es una funcion creciente de T cuando T es pequefia que se satura cuando T es grande. El factor
I/T denota la probabilidad de que un individuo elegido al azar sea infeccioso. La incidencia (es decir,
el nimero de casos nuevos de infeccion por unidad de tiempo) esta dado por consiguiente por
)«C(T)s‘lr; P(s) representa la probabilidad de que un individuo, dado que sobrevive, es infeccioso s
unidades de tiempo después de haberse infectado.. P(s) es, por consiguiente, una funcion no negativa .
¥ no decreciente; ademas P(0) = 1, y se supone que ?P(s)ds<oo. Nétese que — P/(x) denota la tasa

de remocion de individuos del grupo A, x unidades de tiempo después de ha.ber sido infectados. Al

utilizar el dingru.na. de transferencia siguiente
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derivamos el modelo con un perfodo de incubaciéon distribufdo para la transmision sexual del

VIA/SIDA:

dS(t) I(t)
=A- ‘\qT(t)ﬁ(t) T(t) - OF
' 1(x)
1) = L(t) + j AT)5(x) iy #¢- IR (ai,
e 0

A(t) = Ag(t) + A e (BHd)

o (] et 12 5~

donde las funciones (con suporte compacto) Iy(t), Ag(t), v la constante A,, tienen el objetivo de
incorporar el conjunto de condiciones iniciales necesarias.

Se observa que este modelo generaliza y extiende los modelos de Anderson ef al. [38] yde
Anderson y May {39]. Los resultados analiticos que describimos a continuacion genemliz.a.n' y
reconfirman los resultados locales y las simulaciones niimericas para formas especificas de P(s) y
({T(t)) (constantes) utilizadas por Blythe y Anderson [40] . Nuestro modelo tiene dos estados
‘atractores: el estado libre de infeccion y el estado endémico. Cuando P(s)™®*, Castillo-Chavez et
eL([37],138]) han demostrado que el estado libre de infeccién con coordenadas (4,0,0) es un estado
globalmente asintéticamente estable si y sdlo si el niimero reproductivo basico Ry = A((% pl = <L
Por otro lado, RO > 1 garantiza la existencia de un estado endémico unico el cual es un atractor
global para tod&_ﬂ las soluciones positivas. Otra vez Ry tiene un papel central en el estudio de la

dinaAmica de este modelo. En los modelos epidemiologicos clasicos (vease a Hethcote y Yorke, 1984)

C(T) es constante y por consiguieule se observa que €| teorema umbral correspondi;nte (vease
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Anderson et al. 1986) no depende del tamaiio de la poblacion sexualmente activa. Nuestro resultado

considera los efectos de la densidad de individuos en modelos para la transmisiéon de enfermedades

-

venéreas.

Loe resultados que hemos establecido cuando P(s) es una funcién arbitraria (pero biologicamente
rasonable) son los siguientes:

El estado libre de infeccidn es un atractor global siempre que &l nimero reproductivo basico
Ry= ).((%) 1? ¢ #'P(s)ds < 1. Si, por otro lado, se tiene que Ry>1, entonce se puede establecer que
el sistema limile siguiente (se ignora la ecuacién para A ya que ésta no juega ningin papel en el

& = AT T - 150,
K(t) = I Ac(T(x))S(x) W) gate-)p (txyix ,

tiene un estado endémico inico, el cual es localmente asintoticamente estable.

Varios aspectos técnicos han sido omitidos en esta seccion. Los resultados para P(s) arbitraria
correspondiente al caso Ry>1 son locales y, por consiguiente la regién del espacio de de los parametros
donde estos resultados son validos puede ser muy reducida. Esto nos obliga a tomar en consideracién
el efecto de las condiciones iniciales y, por consiguiente, los resultados que obtenemos son validos
Gnicamente cuando las condiciones iniciales estin “cerca” para todo tiempo t de los puntos de
equilibrio del sistema limite que acabamos de describir. Por otro lado, biologicamente obeervamos que
la infeccién se puede mantener en niveles endémicos si y sdlo si Rg>1, y por lo tanto sdlo se
consideran estrategias de control que puedan reducir Ry por debajo de su valor critico.

En el caso del SIDA, no es suficiente considerar una poblacion homogenea ya que la dm.a.n‘uca de

la enfermedad puede ser seriamente afectada por el hecho de que grupos diferentes de individuos
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tienen tipos de comportamientos sociales y sexuales distintos.
En esta seccién hemos demostrado que nuestro modelo es cualitativamente robusto y nos provee
con un buen candidato para la construccién de modelos para poblaciones que se combinan en una

forma heterogenea. En los tiltimos afics se han desarrollado varios modelos que incorporan formas

arbitrarias de estructuras sociales y sexuales. Este es el tema de la seccion siguiente.




-66-

. CAPITULO NUEVE
MODELOS PARA LA TRANSMISION DE ENFERMEDADES VENEREAS

EN UNA POBLACION HETEROSEXUAL CON ESTRUCTURA SOCIAL

EL CASO DE LA GONORREA
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Para proveer ¢l contexto necesario para la descripcion de las interacciones de una poblacion
heteroeexual dividida en varios grupos de hombres y mujeres, se introduce un modelo de una
poblacién de dos sexoe con tamafio variable, que en particular es adecuada para la descripcion de la
dinamica de transmisién de la gonorrea.

La gonorrea s una enfermedad venérea relativamente facil de transmitir. La mayoria de los
hombres infectados exhiben sintomas pero un gran niimero de mujeres no. Esta asintomoiogia en gran
porcentaje de las mujeres tiene consecuencias médicas entre las cuales se halla la esterilidad de la
persona infectada. Aparentemente la probabilidad de transmision por contacto es asimeétrica, siendo
mucho mas alta para hombres infectados que para mujeres infectadas. Aunque Ja gonotrea es
facilmente tratable con el uso de antibiéticos, debido a la gran incidencia de casos en todo el mundo,
formas de gonorrea resistentes a los antibidticos han empezado a aparecer. Recientemente, Hethcote y
Yorke (1984) en una monografia excelente describen en los EEUU el uso de modelos matematicos
para ¢l control de la gonorrea. Los resultados de Hetheote y Yorke constituyen uno de los mejores
ejemplos de la aplicacion de modelos matematicos en el control de epidemias.

Tradicionalmente los modelos clasicos de gonorrea han considerado poblaciones de individuos
que no varian con el tiempo, es decir, las subpoblaciones que se mezclan (social y sexualmente) tienen
un tamafio copstante. Esta suposicion ha sido muy dtil en 1a evaluacién de los méritoe relativos de
varias medidas de control; sin embargo, pero no es apropiada en situaciones donde se desea evaluar el
impacto que tienen en la transmisién de enfermedades venéreas las diferentes estructuras
sociales/sexuales. La suposicion de que las subpoblaciones que interaccionan tienen siempre el mismo.
nimero de individuos es equivalente a la suposicion de que las probabilidades de combinacion entre
grupos (o entre individuos de grupos diferentes) son constautes. Por lo tanto, el analisis realizado bajo
esta suposicién es solamente valido para poblaciones que han alcanzado un estado de equilbrio.

Aqui se considera una poblacion de individuos heterosexuales que son nexualment.e-.as:tivos. La

poblacién se divide en clases o subpoblaciones. Las clases puden ser definidas de acuerdo al sexo, raza,
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nive] socioecondmico, nivel promedio de actividad sexual, etc., de los individuos de esta poblacion.
Modelos que incorporan otros factores como la edad de los individuos, la edad de la infeccion,
variabilidad infectividad, y la duracién de las relaciones entre parejas, también pueden ser
desarrollados (vease a Busenberg y Castillo-Chavesz, 1989, 1990). Aqui consideramos N subpoblaciones
de mujeres y L subpoblaciones de hombres sexualmente activos. Cada subpoblacion es dividida en
dos clases epidemiologicas: Sjm(t) and Sih(t) (mujeres y hombres suceptibles, es decir, no infectados y
sexualmente activos, al tiempo t); ljm(t) and Iih(t) (mujeres y hombres infectados ¢ infecciosos al
tiempo t); con j = 1,..,.N e i = 1,..,L. Por lo tanto el nimero total de individuos sexualmente
activos de cada sexo y en cada subpoblacién al tiempo t estan representados por ij(t) = Sjm(t) +
L™(t) aud Th(t) = sBe) + 1bee).

Bjm(t) ¥ Bih(t) denotan las tasas de incidencia del grupo j de mujeres y del grupo i de hombres
al tiempo t; es decir, ¢l nimero de nuevos casos por unidad de tiempo. Las expresiones para Bjm(t) y
Bih(t) estan dadas por funciones complicads que dependen de la frequencia y el tipo de las interaccién
sexual entre mujeres susceptibles del grupo j, hombres susceptibles del grupo i, y todos los individuos
(del sexo opuesto correspondiente) de todos los otros grupos.

Si %m and Aih denotan las tasas de “reclutamiento” (que se suponen constantes), ujm and pih
denotan las tasas (constantes) de remocién de. la poblacion sexualmente activa, y ij and 7ih
denotan las tasas (constantes) de recuperacion (o curaciéon) de Ia gonorrea. Podemos formular
facilmente el siguiente modelo para la dinAmica de la transmision de la gonorrea en una poblacion
heterosexual compuesta de LN grupos al utilizar nuestra experiencia acumulada :

B _ ym
—q— =47 - BT - 57571 + 1ML, (1)

di;™(t)

—3— = B2 - (4 ™), : 2
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h

d%t_(sl = Aih - Bih(t) - #ihsih(t) + 7ihlih(t)' @
h

dr; t(t) = BA(Y) - (124 wDIR), "

i=1,.,Landj=1,.,N.

Claramente, est¢e modelo estard especificado completamente hasta que se proporcionen
expresiones explicitas para las incidencias B™(t) y B.2(t). Las funciones que describen las incidencias
seran construidas en dos etapas: primero las expresaremos como funciones de las probabilidades de
apareamiento {pij(t) and qji(t): i = 1,.,L. and j = 1,..,N}; ¥ en la seccion siguiente, estas
probabilidades de apareamiento seran descritas a través de un sistema axiomatico desarrollado para
describir matematicamente las relaciones sociales y sexuales de una poblacién heterosexual.

Empegamos con las siguientes definiciones:

pii(t) : denota la proporcion de las parejas que los hombres del
grupo i forman con el grupo de mujeres j al tiempo t,

qji(t) : denota Ja proporcian de los parejas que ias mujeres del
grupo j forman con el grupo de hombres i al tiempo ¢,

Tih(t) : el niimero de hombres sexualmente activos del grupo i

al tiempo ¢,

ij(t) : el nlimero de mujeres sexualmente activas del grupo j
al tiempo t,
¢ cel nimero medio (constante) de parejas que los hombres

del grupo i forman por unidad de tiempo,

bj : ¢l niimero medio (constante) de parejas que las mujeres

del grupo j forman por unidad de tiempo,
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ﬁih : el coeficiente de transmision (constante) de los

_ hombres infeccioscs del groupo i,
ﬂjm : el coeficiente de transmision (constante) de las

mujeres infecciosas del groupo j,

Al utilizar estas definiciones obtenemos las siguientes expresiones para las tasas de incidencia:

Big) = c.5.b L7()
B(t) = ¢;8;(t) ’}:ﬁjmpﬁ(t) TG 5)
y
B = 50 a1 ©)
] 3] i=1 I .'f‘;E(-t.)-

En el capitulo siguiente discutiremos formas de seleccionar sistematicamente formas especificas

para las probabilidades de apareamiento.
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CAPITULO DIEZ

SISTEMA AXIOMATICO PARA LA DESCRIPCION DE ESTRUCTURAS DE APAREAMIENTO
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Unas soluciones especiales para las probabilidades de apareamiento para poblaciones
homosexuales fueron obtenidas por Nold (1980), Hethcote and Yorke (1984), Hyman and Stanley
(1988, 1989), Jacquez et al. (1988, 1989), Blythe and Castillo-Chaves (1989), Castillo-Chavez and
Blythe (1989), Gupta et al. (1989), and Anderson et al. (1989). Un teorema de representacién que
describe todas las formas posibles de apareamiento como perturbaciones multiplicativas de
apareamientos aleatorios (apareamiento proporcional) fue obtenido por Busenberg y Castillo-Chavez
(1989, 1990). Modelos que describen la dinimica de parejas heterosexuales, no sdlo de individuos,
han sido desarrollados en un contexto demografico por Kendall (1948), Keyfitz (1972), Parlett (1972},
and J. H. Pollard (1973). La formulacién de un sistema axiomatico para la descripcion de la
formacion de pareias se encuentra en los trabajos de Fredrickson (1971) y McFariand (1972).
Aplicaciones del sistema axiomaético de Fredrickson-McFarland a modelos epidemiologicos ha sido
llevado a cabo por Dietz (1988), Dietz and Hadeler (1988), Castilio-Chavez (1989), Waldstatter
(1989), Hadeler (1989a, b, 1990), and Castillo-Chavez et al. (1990). A continuacién discutimos un
sistema axiomatico para la descripcion de los procesoe de formacion de parejas (vease Castillo Chavez
et al. 1990 y Casiillo-Chavez y Busenberg 1990}. Al utilizar las probabilidades de apareamiento
{p-ﬂ(t) y qji(t): i=1,.,L and j = 1,..,.N} podemos describir en forma axiomatica el proceso de

formacion de parcjas en una poblacién de individuos heterosexuales.

Def (p-ﬂ(t).qji(t)) se llaman probabilidades de apareamiento/combinacién de parejas si y solo si

satisfacen las siguientes propiedades (para todo tiempo t):

(A1) 0 < p:

_usli OSjSSlo

5 L
(A2) . pﬁ=l= qui'
=1 i=1

(Aa) CiTim-pij = bjijqji' i= 1,y L, i=1,--4N.
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(A4) Si para algin valor de i, 0 < i < L o para algin valor de j, 0 <j<N se tiene que

m_ =q.-=10.
cibjTith = ( entonces P =95 = 0

Notese que (A3) puede ser interpretada como una ley de conservacion del niimero de parejas nuevas
por unidad de tiempo o como una propiedad de reversibilidad de grupos, mientras que (A4) nos
asegura que la mescla de subpoblaciones “no-existentes” or sexualmente inactivas no se puede definir
de una wanera arbitraria. En el caso del modelo para la gonorrea que se describié anteriormente, y
en ¢l caso de la mayoria de los modelos deterministas para la transmisién de enfermedades venéreas,
las subpoblaciones sexualmente activas no se extinguen y permanencen sexualmente activas para todo

tiempo. Ahora procedemos a calcular una clase de soluciones iitiles, las soluciones de Roes:

Def Una probabilidad de apareamiento para una poblacion heterosexual es llamada separable si y
solo si

Pﬁ = Pin Y jS = qui .

Esta definicién nos conduce a una caracterizacion util de las probabilidades de apareamiento

separables.

Teorema 1:  La unica solucion separable es la solucion de Ross dada por (5j,ﬁi) con

b-Tm cTh

-E— -g——; =44 N y i=1,--+L.
b, T.™

Demostracion: al utilizar (A2) tenemos que

L
1= g 'Elqi =q b kuna constante
i=
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1=pi.§1qj=pi%, ¢ a constant
=

= q= k y p=t=
% = 4% = kg =9 ™
Py = PP =P = B (8)
Si (7) y (8) se substituyen en (A3) tenemoe que
ciTih tp; = bj'l‘jm kg o ciTihiij = bjijﬁi . | (9)

-

Si sumamos sobre todos los valores de i =

ﬁjiEcTh b Ty Eq‘—bTm

= B = F Js LeeoN. (10)

Sumando sobre todos los valores de j =

cThEIﬁ—qiEbTm 0 oTlh—qlzlejm
j= =

(:Th .
= g = —n——-— i= 1,1 (11)
Eb-’l‘m
3_1

No es inmediatamente claro que (10) y (11) satisfacen loe axiomas de mezcla; sin embargo, si
empesamos con Ia propiedad de reversibilidad de grupos (A3)

J J Jl' i=ll"" L; j=l|'..‘l Ni

sumamoe sobre todos los valoresde j e i
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T, )N: b T;"q;;,

. =1
{: T bh_ b 2 b T jSs
=1 i=1 J-l
y cambiamos el orden de la suma
= m m
E 3_51“5“ i = )% 5T
concluimos que
L N
ig;lcg\.}l=j5_;lbj1‘§n. (12)

Por lo tanto (]‘)j,ﬁi) satisface (A1) — (A3), y por definicion satisface (A4).

Nota: De (A3) se sigue que
Py _ 5T _ B
= 13)
T _ET 3 (

< 94
y al utilizar (A4) se observa que ¢l soporte de toda funcmn de mezcla de dos sexos esta contenido en el

suporte de la solucion de Ross: (ﬁj,ﬁi).
Se pueden generar mas soluciones utilizando las ecuaciones (10), (11) y (13). Empezamos por
introducir los siguientes términos:
(éihj) = la matrix estructural de covarianzas para los hombres {¢ < ¢h) que
denota. el grado de preferencia (es decir, Ia perturbacién de 1a solucion
de Ross) que los hombres del grupo i tienen por las mujeres del groupo,

i=1N,i=1.L.

= E ﬁké-i’k = el promedio ponderado de preferencias del grupo i de hombres,
k=1

Rl =1-&, i=1,--L. (14)

Requerimos que R}] > 0,y que




)I:': &p; = % PP < 1. (15)

Similarmente,
(éﬁ‘) = la matrix estructural de covarianzas para las mujeres (0 < 4'»3-‘) que denota el
grado de preferencia (es decir, la perturbacion de la solucion de Roes) que las mujeres del grupo j

tienen por loe hombres del groupo, j = 1,--+,N, i = 1,---,L.

t}“ e )EI; T E = el promedio ponderado de preferencias del grupo j de mujeres,
k=1

R" = 1—¢’j‘“, j=1-4N (16)
Requerimos que R%n >0,y que
(—i.l § {: ‘lké g <1 (17)
j= 1 j=1k=1

Al utilizar estas definiciones observamos que la siguiente perturbacion multiplicativa de la solucién
separable ([‘)j,c';i), nos da formalmente la siguiente solucion de los axiomas (A1) - (A4):

| R

- h
Pp=h R %
R

-
o,
i
[
-

ooy J=1009N, (18)

RRE
=§. + ¢ . (19)
kE_lﬁkRE

A continuacién demostramos que la solucion (pij’qji)’ i=1.--L j = L.-»N, dada por las
ecuaciones (18) y (19) es una funcion de apareamiento satisface los axiomas (i)-(iv). Primero

notamos que

N .
_ph = 4h _ph _gphy _ '
=R; +j§ij¢ij-Ri +(-R)=1,
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¥ que

=RP+ =R+ [1-RM =1,

= (Al) y (A2) se satisfacen.

El axioma (A3) se satisface si
RINRD RERP
i i hi_ p.1mg ) m
G T B+ 4 | =T+ 4. (20)
2 R 2 Gk}
2 Pk k_hl‘lk k

Debido a que ciTith = b T, mqlk ya que (]Sj,ql) es una funcién de apareamiento, se tiene que la

ecuacion (20) se satisface si y solo si

mph hpm
By B sl ik Y ) @)
= BEp L

Y la ecaucién (21) se satisface si y solo si

‘%“%=R?R:|P[Ll : }
b
A Elp"n"

g: 151:“1x k);ﬁkRE ]

lElE)

% 34 - 53 ﬁ‘k

= R_?Rj!n kl_""'l - .
(Eot)Enee)
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o equivalentemente, si

Lorp-Lod
¢ = ¢F + RIRD "-1 i . (22)
kRkX )

£ pp

k=1

Né@'queﬁ¢fg=a,oga<1,Vi.j S =1V R =1V,

R

= qQq: =3 y
Ji
E qR}

k=1

h _ ph 1 = h
=R L ITT_- 37N
A S

e una solucién independiente de j y por lo tanto tenemos soluciones en donde las mujezes no
demuestran ningiin tipo de preferencia. Por lo tanto

h
Py = F.{R%l + #g] =P _é—n__lkl’
k=1 K

y de esta manera obtenemos la siguiente sohucién “semi-separable”:

(pi:sq::) = B:, q:) P e independiente dej. (23)
i {, S i
3R} ‘
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Similarmente,
h _ m m 1
¢i,j =5, 0< <1, --—B.j . 1

n
glﬁ?»i“

dindonos la siguiente solucion “semi-separable”™:

N (Pﬁﬂji) = ‘gﬁ; (5 ) ; (24)

k=1

Pjj independiente de i, y por consiguiente los hombres no demuestran ningin tipo de preferencia.

Para demostrar que toda solucion del sistema de axiomas (A1)-(A4) estad dada por las ecuaciones
p--

(18)-(19) procedimos de la manera siguiente. Al utilizar la propiedad (A4) y al obeservar que T;J-
J

qo.
y 3 estan bien definidas en el soporte A de la solucién (5.,G;), ¥ que por consiguiente
% i

p-. q-.
L L > Oen A.

i .
Los axiomas (Al) y (A2) = 3 ¢ > 0 y 3 un conjunto de enteros positivos Q C Z+2 ) l-;l =
%ji : !
- > ¢, es decir,

9

p

Q= {(i.j): LN c}, y definimos el conjunto asociado Q
3

Q= {i=(i-.i) € Qparallsl'm.i}-

Al utilizar estos conjuntos definimos las funciones siguientes:

b= exa) 8 xa®ha
Ri—foIk=1XQ ke
M = € x50) }N:x-(k)'
R:' R * Vo e * P

donde x denota a la funcién caracteristica (es decir, ¢l indicador) del conjunto correspondiente, y

observamos que




Y que 2
N
jglnimpj = (k§1 xé(k)p") )
De aqui
mph )E x5 kN
. —g‘j—-—; =€ xq(i)xQ(.i) kﬁlq—
k=lkak §1xﬁ(k)pk
’ RRp £ xq00m,
D XQ(i)XQ(j) k=l
)EIRI]:ﬁk L Xé(k)qk
Dejemon que 2 Xé(k)ﬁk
o = 5 - xqxg0) FFF——
kl;:le(k)ﬁk
y 55 N
X7 (k)b
4’;{' = 'au € xd(i)xf)ﬁ) k=l Q
2 xx (k)
k=1 Q k

De las dos expresiones iltimas se tiene que
5 dhp = 1- e xs @) 35 g0 = 1
= QY=
Y que ' '
L =1-cxg®) Exg®h =P
Ademas, se nota que

Exgom Exgon

o - 4 = e x50 00| 5

— N —
k§1xq(k)qk kizilxé(k)ﬁ

(25)

(26)

(27

(28)
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y al usar las ecuaciones (25) -(28), se observa que la ecuacion (22) es satisfecha automaticamente.

Hemos finalmente establecido los resultados siguientes:

Teorema 2. Sean {é-h} Yy { } dos matrices no negativas. Y definamos C-h 2 §k¢h m

)E likdm con {(p: ,ﬁl) } = L.,Nand i=1l,.L } que denota al conjunto formado por las

aoluaonesdeRon. Deﬁnamonl?.}l = l—ty,i— 1, ««4 L ylli = l—tin,j— 1, - N, ¥
supoRgamos gque "‘Pj y "?il oe escogen de tal forma que R.-}‘ y ij permanecen no negativos para
todo el tiempo. Y finalmente supongamos que

L3 Sndin <1

¥ que

L
ﬂnﬁ = G¢MG. < 1.
3§1 E1 R

Entonces, todas las soluciones de los axiomas (A1)-(A4) estan dadas por las ecuaciones (18) y (19).

Nota: ¢g y é}? pueden ser siempre elegidas de tal forma que R.-}‘ y ij son no negativas para todo
el tiempo t (por ejemplo, escHjanse con valores en el intervalo [0,1]). Sin embargo, no hay una
receta que especifique condiciones necesarias (en términoe de las matrices ¢’s) que garanticen la no
negatividad de R%‘ and RI® debido a que sus valores (que dependen del tiempo) estan intimamente
conectados con los valores de las soluciones de Ross y por consiguiente con un sistema dinamico

especifico.

Corolario: Si ¢%= e, 0<a<],Vi,j osi éjlf' = B, 0 < <1, Vi, j se tiene que las ecuaciones (23)

y (24) proveen soluciones donde la preferencia es determinada por uno de los sexos.
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Notag: 1. En el sistema axiomatico para ¢l apareamiento de homosexuales, la tunica solucién
scparable es la de apareamiento proporcional. Aqui las soluciones pueden ser separables en un sexo
pero no necesariamente en el otro. Estas soluciones, en las cuales un sexo elige y el otro no, se
pueden aplicar la modelacion enfermedades transmitidas por vectores como por ejemplo el
palndistyo.Eneleuodelpdudimoluhapederosnouoogenalosvectom;sinembugohay
evidencia que los vectores escogen a sus hospederocs.

2. Varias soluciones particulares para poblaciones homosexuales han sido discutidas en la literatura.
Estas incluyen la de apareamiento “preferido,” apareamiento entre “similares,” etc., (vease a Nold
1980, Hethcote y Yorke 1984, Blythe y Castillo-Chavezr 1989, Castillo-Chavez y Blythe 1989,
Jacquer et al. 1988, 1989, Hyman y Stanley 1989, Gupta et al. 1989, Blythe et al. 1989, etc.).
Blythe y Castillo-Chaves (1990a) han demostrado explicitamente que todas estas soluciones son
casos particulares de la formula general de Busenberg y Castillo-Chaves (1989, 1990).

3. Castillo-Chaver y Blythe (1990) utiliztan ¢l modelo para la gonorrea de este capitulo pero
incluyen poblaciones homoeexuales para estudiar, en un modelo simple, los patrones de
apareamiento entre individuos. Esto se debe a que las ecuaciones se pueden resolver explicitamente
para T;(t) y substituir en la formula general de Busenberg and Castillo-Chaves (1939, 1990). Los
patrones de apareamiento se estudian a través de un estudio de sensitividad al variar la matrix de
preferencia ¢. Un estudio completo de estas matrices para poblaciones homosexuales se encuentra

en el trabajo de Blythe and Castillo-Chavezr (1990b). Algunos métodos pars estimar la matrix ¢

que utilizan datos de patrones de apareamiento para poblaciones homosexuales pueden hallarse en
¢l trabajo de Blythe et al. (1990).
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. CAPITULO ONCE

MODELOS PARA LA TRANSMISION DEL SIDA CON INFECTIVIDAD VARIABLE
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En este capitulo discutiremos brevemente la manera de incorporar s edad de la infeccién y la
infectividad variable en los modelos para la propagacion del SIDA. La notacion que se utilizara es
1a misma que 1a de la seccién 8.

La mayoria de los modelos epidemiolégicos han supuesto que todos los individuoe infecciosos son
igualmente capaces de transmitir la infeccion. Esta suposicién ha sido razonable en el estudio de
enfermedades comunicables como la influenza (veadse a Castillo-Chaves et al. 1988, 1989 y las
referencias citadas en estos articulos) o en el estudio de enfermedades venereas como la gonorrea
(vease a Hethcote y Yorke 1984 y las referencias citadas en este libro).

La epidemia del SIDA ha forzado a los investigadores a estudiar los efectos de la variabilidad en
infectividad en la transmision del VIA. Los datos experimentales de Francis et al. (1984),
Salahuddin et al. (1984), y Lange et a/. (1986) han empezado a clarificar la forma de la curva de
infectividad. Su trabajo le ha dado gran impetu a la teoria de los dos picos que dea-cribiremos 2
ool;tinuacién. Una vez que un individuo ha sido infectado se presenta un periodo latente de 2 a 4
meses el cual es seguido por un incremento notable del nivel de anticuerpos contra el virus (primer
pico). Este periodo tiene un duracion aproximada de 6 meses, después del cual se observa una
reduccion en el nivel de anticuerpos de los individuos infectados y que permanece a niveles muy
bajos por periodos muy largos de tiempo (supuestamente 7 o '8 afios). Finalmente,
aproximadamente un afioc antes de la aparicion de sintomas severce del SIDA, se observa un
aumento substancial del nivel de anticuerpos contra el virus (el segundo pico). Si bien es
prematuro identificar los niveles de anticuerpos contra el virus con los niveles de infectividad, los
datos nos proporcionan rasén suficiente para estudiar los posibles efectos de la infectividad variable
a travéis de modelos matematicos con ¢l propdsito de clarificar que tan importante es el
conocimiento de esta curva de infectividad para el entendimiento de la dinamica del SIDA.

Simulaciones niimericas de modelos que incorporan infectividad variable (vease a Anderson y

May (1989); Hyman y Stanley 1988, 1989; Blythe y Anderson 1988b) han demosirado que los
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comportamientos transitorios son muy sensitivos & la forma y la ocurrencia del primer pico. Sin
embargo, todas las simulaciones publicadas indican el mismo comportamiento cualitativo indicado
en la seccion 8, es decir, las soluciones convergen (si Ry>1) bacia un punto de equilibrio endémico.
Las simulaciones de Hyman y Stanley (1988, 1989) indican el mismo comportamiento cualitativo
ain con la presencia de heterogeneidad en el comportamiento sexual (pero vease el trabajo de
Castillo-Chaves et al. 1989x, 1989xx, Huang 1990, Huang et al. 1890). La discusién del capitulo
ocho_indica que las interacciones entre periodos de incubacién distribuidos y actividad sexual
promedio no lineales (funcién del tamafio de la poblacién sexualmente activa) no son suficientes
para generar soluciones oscilatorias (por lo menos por una bifurcaién de Hopf). En esta seccion
discutiremos brevemente el efecto en los resultados del capitulo ocho si aiiadimos infectividad
variable a una poblacién que se mezcla en forma homogenea.
Incorporaremos los siguientes ingredientes en nuestro modelo matematico:
‘o Una relacién funcional no lineal entre la actividad sexual media por individuo (per capita) y
el tamaiio de la poblacion sexualmente activa.
e Una estratificacion de la poblacion infectada de acuerdo a su edad de infeccion; es decir, se
considera la duracién de la infeccion.
e Una tasa de remocion de la clase i.nfecﬁdn que depende de la edad de la infeccion y por lo
tanto que depende de como los individuos son afectados por la duracién de la infeccion.
o Una infectiviadad que depende de la edad de la infeccion.
Los primeros tres ingredientes de este modelo son los mismos de Castillo-Chavez et al. (1989 a,
b, ¢ x) y del capitulo ocho, pero la estratificacion de acuerdo a la edad de la infeccién no fue
incorporada explicitamente. El cuarto ingrediente ha sido afiadido para estudiar los efectos de la
infectividad que dependen de la edad de la infeccion y las consequencias de esta infectividad en

combinacién con otros mecanismos. N
L]

Eepecificamente, dividimos la poblacion en tres grupos: S (susceptibles), I (VIA infectados, pere
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sin sintomas severos), y A (con sintomas severos del SIDA). Los individuos en la clasc A se
consideran sexualmente inactivos y se supone que los individuos sexualmente activoe, es decir los
individuos en las clases S e I, escogen a sus parcjas al asar.

En este modelo t denota al tiempo, mientras que v denota la duracion o edad de la infeccion.
La umdnd de tiempo que elegimos esta dada por la duracién del periodo medio de actividad sexual de
los individuos sin sintomas severos del SIDA. Individuos son reclutados en la clase S con una tasa
constante. A. Suponemos que la duracién del periodo de actividad sexual (de los individuos en la clase
S ¢ I) esta distribuido exponencialmente y que, por lo tanto, la tasa de remocion de actividad sexual
esta dada por la constante u. Nétese que la duracion media de la vida sexual de un individuo es 1/,
nuestra unidad de tiempo, y por lo tanto g = 1. Los individuos infectados con edad de la infeccion 7
dejan de ser sexualmente activos debido a los efectos del VIA con una tasa o(r). Por consiguiente la
probgbiﬁdad de que un individuo sexualmente activo siga siendolo dado que se infectéo hace 7

unidades de tiempo esta dado por

r
erv(-f- I c(p)dp) .
1}
Estratificamos a la poblacién de acuerdo con su edad de la infeccion de tal forma que
00
I(t) = I i(t,r)dr ,
0

donde i(t,r) denota ls densidad de edades de individuos infectados. La probabilidad de que una

pareja elegida al azar sea un individuo con edad de infeccién r es

i(t,7)

()

donde T(t) = S(t)+I(t) nos da el niimero de individuos sexualmente activos al tiempo t..Suponemos

que un susceptible tipico contrae la infeccion de una pareja infectada de edad 7 con un riesgo
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promedio A(r). Por consiguiente la probabilidad de que un individuo susceptible tipico se infecte al

tiempo t (dado de que tuvo un contacto sexual con un infectado al tiempo t) esta dado por la

* expresion
W(t)
FION
donde
. W(t) = Iw.\(f)i(t,r)dr .
0

La actividad sexual media es calculada a través del nimero de contactos C(T) que un individuo tipico

tiene por unidad de tiempo. Ademas se supone que este niimero es una funcion del nimero de

individuos sexualmente activos al tiempo t, es decir, T(t). |
Al utilizar }as definiciones anteriores obtenemos la siguiente expresién para la incidencia (el

nimero de nuevoe casos de infeccién por unidad de tiempo):

W)

B(t) = C(T()S(*) 7y -

Anélogamente a muchos ejemplos anteriores, formulamos el siguiente modelo matematico para

la transmisién del VIA en una poblacién estructurada por la edad de la infeccion:

N CRLCE 0

(3% + g,-) i(t,7) = {1 + () Ji(tm) 5 @
i(10) = B) = S()O(T(E) T ®
T=1+8; _ 4

I(t) = ro i(t,7)dr ; (5)

1}




W) = I: At ) ; )

8400 = [ atriersir - 04A0.

Si bien A, el nitmero de individuos que desarroilan sintomas severos del SIDA (que estan tan enfermos
que no son sexualmente activos) no juegan ningin papel en la diniAmica de la epidemia, hemos
proveido_nna formula que proporciona el nimero de individuos en esta clase al tiempo t, debido a que
éste es uno de los numeros que se puede comparar con los datos obtenidos por las oficinas de salud
piblica. Nétese que » denota la tasa de mortalidad de aquellos individuos que tienen sintomas severos

del! SIDA.

Obeervamos qﬁe la suposicion

J:a(r)df <o,

en este modelo nos permite considerar la posibilidad de que algunos individuos nunca alcancen la clase
A.

En esta capitulo suponemos que a(7) es una funcion medible y no negativa; A() es una funcién
de la edad de la infeccion integrable y no negativa; C(T) es una funcién no decreciente de T, con

C(T) > 0 siempre que T > 0. Después suponemos que la funcién
Mcr) = S0

no es una funcion creciente de T, es decit, C(T) crece en una forma sublineal que refleja un proceso
de saturacion.
Hay varias maneras de analizar el problema (1),:-+,(6). Cada una de ellas tiene sus propias

ventajas. La primera reformula el sistema (1),---(6) como un sistema abetracto de. ecuaciones

diferenciales (vedse a Thieme (1989a, b), en especial a la seccion 7). Esta reformulacién nos provee
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con un sistema dinimico en términos de S e I iitil si uno desea demostrar la inestabildad o la
persistencia de las soluciones. La segunda reformulacién se obtiene al integrar el sistema (1),-+-,(6) a
lo largo de sus curvas caracteristicas (vease s Webb 1985), generando de esta manera el mismo
sistema dinAmico pero de una manera diferente. La tercera reformulacion, también se obtiene al
integrar el sistema (1),---,(6) sobre las curvas caracteristicas pero en esta ocasion se reduce al sistema
siguiente de ecuaciones integrales:

-

S=A-Be«P, + 1, (7
V=Bs*P,,, +1,, (8)
W=B+Q+f,, 9
B = SM(S + V)W. (10)

Aqui hemos utilizado la notacion siguiente:

Pyr) = cxv(- I oa(-)dn) , (11)

Q(r) = AMPapa(r) © (12)
(B » P)(t) = I B-9P()s, (13)
60) = (8(0) - AR, (14)

* Pyyalr)

£,(0) = L (072t (15)

b Poa(7)

£() = L (O T (16)




M(T) = 9(1"1‘_) . (17)

Nétese que

f;~+0, t—oo. (18)

P; ¥ P,y v¢ define de forma snsloga a P,

Algunas de las cantidades que se acaban de definir tienen un significado intuitivo. Por ejemplo,
Py(8) = ¢~* nos da la probabilidad de que un individuo sano (es decir que no ha entrado en la clase
A) es todavia sexualmente activo s unidades de tiempo después de haber ingresado en la clase de
individuos sexualmente activos. P, ,(7) nos da la probabilidad de que un individuo con edad de
infeccidn r todavia es sexualmente activo. Si substituimos la ecuacion (10) en las ecuaciones (7), (8),
y (9), obtenemos un sistema de ecuaciones integrales de convolucién del tipo Volterra que ha sido
bastante estudiado (vedse a Miller 1971 o a Londen 1881). Si por otro lado substituimos las
ecuaciones (7), (8), ¥ (9) en la ecuacién (10) entonces reducimos el sistema a una ecuacion integral
que si bien no es del tipo de Volterra tiene la ventaja de ser una ecuacion escalar.

De la ecuacién (1) notamos que S(t) permanece positiva (no negativa) si S(0) tiene la propiedad
correspondiente. Ficilmente se puede uno asegurar que la no negatividad es preservada por el flnjo del

sistema. Si integramos la ecuacién (2) sobre 7 y la combinamos con la ecuacion (1) obtenemos la

siguiente desigualdad diferencial:
4T < A-T, (19)
¥, por consiguiente, la cota & priori
S(M(E) < T() =5 +1() < A+(T0) - A) et (20)

Al utilizar la teoria desarrollada en Webb (1985) o en Thieme (1989a, b, 1985) o a.l\a.'plica.r los
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metodos estandares de punto fijo al sistema (7),--+,(10), se puede demostrar que ¢l modelo esta bien
formulado mateméticamente, es decir, dadas unas condiciones iniciales no negativas, hay una solucion
no negativa inica ssociada con estas condiciones iniciales. Ademas, la solucién depende
continuamente en las condiciones iniciales, y las funciones S, I, W, B son continuas y satisfacen la
cota apriori dada por (20).

Ahora procedemos a discutir los estados estacionarios posibles: el estado libre de infeccion y el
estado endémico. Estas soluciones son importantes debido a que su existencia (como se ha visto en los
capituloe anteriores) estan intimamente conectadas al nimero reproductivo basico Rg, ¥ porque estos
puntos de equilbrio son los que generalmente determinan ¢l comportamiento asintitico del modelo.
Aqui demostramoe que cuando Ry < 1, la enfermedad desaparece mientras que i Rg > 1, la
enfermedad persiste. Si la enfermeada persiste, hay un equilibrio endémico linico que es localmente
asintéticamente estable cuando Ry, es un poco mayor que 1, pero que pierde su estabilidad cuando R,
aumenta. Adn cuando el punto de equilibrioc endémico sea inestable, este punto de equilibrio puede
ser un buen indicador de la severidad de la enfermedad. Por cjemplo, en este modelo se puede
demostrar que la incidencia fluctia alrededor del punto de equilibrio endémico (vease el Teorema xx).

Empesamos nuestro analisis al notar que el sistema (1),-:+(6) siempre tiene el puntoc de

equilibrio libre de la infeccion
So=A, Io=0, Wo =0' Bo=0'io=0- (21)

Para demostrar la existencia de un punto de equilibrio endémico del sistema (1),--+,(6) tenemos que

estudiar las soluciones del sistema algebraico:

S* = A -B*, (22)

I* = B*P,,(0), (23)
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w'= B‘Q(ﬂ) ' (29)
B* = g—;C(T‘)W‘, TH=S*4+1°. (25)

Aqui hemos utilizado a la transformada de Laplace para simplificar la notacion, es decir,

= [ qeur, (26)

I3@4—1(!) = IO e-”f)a+1(r)df . (27)

A! substituir la ecuacion (24) en la ecuacién (25) y al dividir por B* (la cual se supone que es
positiva), obtenemos la siguiente ecuacion

1=50)Q0), T =541 (28)

Si introducimos la cantidad adimensional (la proporcién de los individuos infectados),

e=L, (29)

y utilizamos las ecuaciones(22), (23), y la definicién de T*,

Si=1-¢ T-= A : (30)
1+{—L1 -1 :
(Pa+l(0) )(

Al substituir estas expresiones en Ia primera ecuacion de la expresion (28) obtenemos
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A
—L -1

Pa+l(o)

1= (1-5)(( )Q(O) . (31)
, +( }

Debido a que C(T) es una funcién monétona no decreciente de T, y debido a que 1 > Pyy1(0)
concluimos que ¢l miembro derecho de la ecuacion (31) es una funcién estrictamente decreciente de £.
Por consiguiente, cuando § = 0, el miembro derecho de la ecuacion (31) da el niimero reproductivo
basico Ry, es decir, el valor del nimero reproductivo cuando todo mundo es susceptible (evaluado en

el punto de equilibrio libre de la infeccion):

Ro = C(A)Q(0) . (32)

Rg proporciona el nimero promedio de infecciones secundarias que un individuo infeccioso tipico es
capaz de generar si se introduce en una poblacion donde todo mundo es susceptible (es decir, en una
poblacién donde no hay infeccién). Al utilizar el teorema del valor medio obtenemos el siguiente

resultado:

Teorema 1. Si Ry < 1, hay wn solo punto de equilibrio, el estado libre de la infeccién. Si Ry > 1,

hay también wn segundo punto fijo; especificamente, hay un estedo endémico wnico.

Este teorema no nos provee con una relacion entre el nimero reproductivo y la dindmica de Ia
infeccién. Solo proporciona la informacién necesaria concerniente a la existencia de un estado de

equilibrio donde la infeccion persiste. El teorema siguiente parcialmente conecta la dinamica del

sistema al nimero reproductivo.
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Teorema 2. Supongamos gue Ry < 1; entonces el cstado libre de ls infeccion es globalmente

siractivo. En particular lememos gue

B()i(1),W(t) = 0, S(t)—= A cuando t—=00.

Bosquejo de la demostracibn. Al aplicar ¢l lemma de Fatou a las ecuaciones (9) y (10), y al utilizar
ia cota dada por (20) y el hecho de que C es no decreciente obtenemos que
. lim sup B(t) < Ry lim sup B(t) .
t—roo t=—too

Este calculo garantiza el resultado del teorema.

En general, no es posible obtener resultados de convergencia global si Rg > 1. Sin embargo, uno
puede demostrar que si una trayectoria no es atraida a un estado de equilibrio endémico, entonces

oscila alrededor de este punto de equilibrio.

Teorema 3. Los siguicnies resxllados se satisfacen si Ry > 1:

a) lim sup B(1) < B*.
t—ro0

b) SiA(r) # 0y Ty e el valor méds pequesio de 7 tal que A(r) = 0 para casi todo > 7. Y si
dejamos que

Tt
I i{0,r)dr > 0,

0
enionces tenemos que

lim sup B(t) > B*.
1—o0

La demostracion de éste y otros resultados de este tipo se encuentran en Thieme y Castillo-Chavez

(1989, 1990).
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Resultados similares pueden ser derivados para S, I, y W. Notese, sin embargo, que el Teorema
3 no nos permite decidir si I, el niimero total de individuos infectados, esta acotado infereriormente
por cero cusndo Ry > 1, y si esta cota depende o no de las condiciones iniciales. Para responder a esta
pregunta es mejor utilizar una reformulacion del modelo (1),---,(6) que sea adecuada para aplicar la
teoria de sistemas dinimicos. Se puede utilisar la teoria de la persistencia de soluciones de Hale y
Waltman (1989) en nuestra situacion. La parte b del Teorema 3 implica la satisfaccion de la
condicién (4.2) del Teorema 4.1 de Hale y Waltman. Por consiguiente, si combinamoe estas
obeervaciones con la ecuacion (20) concluimos que el flujo de la solucién tiene un atractor acotado. Al
utilizar metodos deacritos en Webb (1985, proposicién 3.16) uno puede demostrar que la solucion del
sistema dinAmico es asintoticamente suave. Ademas, ¢i flujo en la frontera, cuando i = 0, es atraido al
estado libre de la infeccion. Los resultados de Hale y Waltman (1989, Teorema 4.2) nos ayudan a

concluir lo siguiente:

Teorema 4. SiRy > 1yA:r) # 0,y T} o8 el valor mas pequesio de ¥ para el cual A(T) = 0 para

casitodo T > . Y si ademads
r

J 1‘:'(0,':')1'!' >0,
0

entonces concluimos que

liminfIt) > >0,
1—o0

donde ¢ no depende de las condiciones iniciales.

Desafortunadamente, la teoria de persistencia de soluciones de sistemas dinamicos no nos dice si

B y W estin acotados inferiormente por arriba de cero.




EPILOGO

En esta monografia se han discutido las técnicas elementales utilisadas en ¢l andlisis matematico
de modelos epidemiologicos al nivel poblacional. También se han incluido modelos matematicos para
infecciones especificas. Es a través del modelaje de procesos biologicos realistas que la epidemiologia
tedrica zecibe su mayor empuje. Si bien, estamos convencidos que en esta mongrafia hay suficientes
modelos para atraer e inspirar a los matemiticos, no es claro que con esta monografia logremos
interesar a los estudiantes e investigadores de las ciencias biologicas en el uso generalizado de los
modelos matematicos en sus estudios tedricos. Es por eso que enfatisamos que la vitalidad y los
origenes de la cpidemiologia matemética o tedrica se deben, en gran parte, al trabajo de los médicos
que como Roes y MacKendrick se enfrentardn directamente a las enfermedades directamente
transmitidas. Estamos convencidos que 8dlo la interaccion sostenida entre epidemiologoe tedricos
(incluyendo matematicos) y de campo puede garantizar la vitalidad y crecimiento de la
epidemiologia tedrica (la cual incluye a la epidemiologia matematica).

En la actualidad aproximadamente uno de cada tres seres humanos es poriador de macro-
parisitos (vehse a Anderson 1982). El hecho de que miles de millones de individuos son afectados
directamente por macro-parasitos y de que la mayoria de estos individuos viven en paise en desarrollo
con recursos muy limitados demanda la planeacién efectiva de programas de salud piblica. Los
modelos matemiticos nos proveen con una herramienta Gtil y econdmica en la planeacion y
evaluacién de una gran variedad de programas de salud publica. Ademas, los modelos matematicos
son ttiles en la planeacion de los estudios epidemiologicos de campo necesarios. El costo de estos
estudios es muy alto, y por consiguiente, la planeacién y evaluacién de estos estudios en el laboratorio

(es decir, con el uso de modelos matematicos) s la opcion mas economica y efectiva.

L]

Los modelos tedricos incluidos en esta mongrafia son de utilidad general pero no deben de ser
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aplicados directamente a situsciones particulares. La biologia no es como la fisica y los detalles y la
variabilidad son en muchas ocaciones fundamentales. La epidemiologia, en un sentido general, es una
érea de investigacién interdisciplinaria y el estudio de problemas de interés social requiere la
participacién de individuos con talentos diferentes. El estudio de la propagacion del SIDA ha ilustrado
esta situacion en forma definitiva. Sociologos, economos, mateméticos, epidemidlogos, administradores
de programas de salud piblica, médicos, y estadisticos integran sus conocimientos, talentos, y puntos
de vista.con un motivo dnico: la erradicacion del SIDA.

El enfoque de la investigacion hacia enfermedades de importancia social y econémica proveen
una manera de contribuir directamente a la ciencia e indirectamente a la sociedad. Las experiencias
de Ross y MacKendrick indican que el modelaje de enfermedades infecciosas especificas en conjuncién
con estudios epidemiologicos de campo y de estudios sociolégicos locales no sdlo proveen una area de
investigacion relevante si no que ademas garantizan problemas cientificos relevantes. |

‘Monograﬁa.s en matematicas aplicadas a menudo concluyen con una serie de problemas de
investigacién. La mayoria de estos problemas son de tipo matematico, es decir, matematicas aplicadas
& las matematicas. Estudiantes genuinamente interesados en las aplicaciones encuentran,
naturalmente, este tipo de problemas irrelevantes. Este tipo de estudianies debe de iniciar sus
proyectos investigacién con preguntas biologicas -relevantm como: [Cual es el efecto de periodos largos
y variables de infeccion en la transmisién del SIDA?; Cual es el efecto del uso generalizado de
antibiéticos en la distribucién de cepas resistentes a los antibidticos en al caso de la gonorrea?; o
1Cual es ¢l efecto de la especificidad en preferencia de vectores por diferentes tipos de hospedarios en
la dindmica de infecciones como la del paludismo, el dengue, o la enfermedad de Chagas?.

El estudio sostenido de preguntas de este tipo (es decir el estudio de preguntas de Ia
epidemiologia tebrica) nos lieva rapidamente a la frontera del conocimiento biolégico, matematico, y

estadistico. Preguntas de tipo méas practico como las relacionadas con el diseio, implemgentacion, y

evaluacién de medidas de control también nos llevan rapidamente a la frontera de estas areas (see
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Anderson 1982, Hethcote and Yorke 1984, Castillo-Chavez 1989).

Uno de los objetivos de esta monografia es el de proveer las herramientas matematicas basicas
para la iniciacion de investigaciones en epidemiologia. Todas nuestras expectativas seran satisfechas si
los modelos y métodos descritos en esta monografia motivan a algunos de los estudiantes de
matemiticas o de biologia a {rabajar en problemas relevantes a la epidemiologia tedrica y aplicada

utilizando modelos matematicos. Las soluciones de estos problemas tedricos y aplicados es importante

y los desafios son interminables.
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