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INTRODUCTION

Ce travail est consacré & lexistence de solutions T-périodiques (oscii-

lations) de systémes différentiels du second ordre de la forme
U+D vit,u)=90
u

ol 13 fonction V est T-périodiqua en t. Cette condition n'impligque pas
lexistence d'oscillations. Une méthode simpie consisie & minimiser
Maction

o 2
o LI VTR

)

T
0
sur un espace de fonctions T-périodigques réguligres! en supposani que

V(t,u)"’-m s 1ui-)oo,

{voir [ 2]). En affinant cette approche, on met en évidence 1'existence

d'oscillations de {téquation du penduie forcé
0+ sinu = fit}

lorsque la fonction f est de moyenne nulle sur [0, T). Ce résultal généra-
lise un travail récent de Castro ([ 5]). On démontre aussi i'existence
dloscillations impaires lorsque f est impaire et dloscillations impaires non
triviales lorsque f =0 et T > 2.
Dans te cas ol

Vit,u)»= , Jul+w,
il est hors de question de minimiser 'action. Néanmoins, |'existence
d'oscillations est obtenue lorsqutil existe k € Jo, l%ﬂz/'rzf el c> Otels

que Ll 2
V(l,u}Sk-——z——- + ¢

el
2 2
- - 4
(1) (DuV(!,u’) DuV[i,uZ), ul-u2>—- ".{T ui-uzi .
On trouvera des résultats analogues dans [ 63, [?] et [11]. Comme danrs
[73 on utilise un principe de moindre action dual, mais la convexité de V

en u est remplacée par |a condition de Lipschitz unilatérale (1},

Outre leur intérét numérique, les principes variationnels permettent dfétu-
dier ia stabiiité des oscillations. En particulier on montre que, dans je
cas dlune équation, tout minimum "local!l de I'action correspond & une oscil
lation instable. Ce résultat constitue une généralisation non autonome du

théoréme d'instabilité de L agrange-Dirichlet,

= PRINCIPE DE MOINDRE ACTION :

"
Soient T> 0 et n € N, On note H [!espace des fonctions absolument conti-
nues et T-périodiques u:R2R" telles que U € L2 (0, T; Rn) -2, Hespz

ce H est muni du produit scalaire

-
(“l ""z)H ) 'ro [(ul ’“2) N (G 1 GZ)]

. . n
ot [, ,.) estleproduit scalaire usuel sur R", On note X i'ensemble des
fonctions de H qui sont constantes et Y llensemblie des fenctions de H
qui sont de moyenne nulle. L'espace H est la somme orthogonale de X

etde Y, Si w€ Y, w vérifie I'inégalité de wirtinger
IVH - 2n tw|
L2 i Lz

ot |, | g ©st la norme usuelle sur Lz.

L

Soit V:R xR R (t,u) PV(t,u) une fonetion continue, T-périodique en
t et dérivable en u, On suppose D,V continue sur RxR", si f€ L.z, on
définit ¥ sur M par

T 1.2
Pu) = [ tl"'l - vit,u) + {(f(1),u}] dt,
o ¢

ol |, | estlanorme euclidienne sur R". On étend f & R par T-périodicité.
L'interprétation mécanique de ¥ est claire. L'fintégrand est le lagrangien,



.
}ulz/z I'énergie cinétique, VI(t,u} I'énergie potentielle et f{t] un terme
forgant, La fonction 9 étant la somme dlune fonction convexe continue et
d'une fonction faiblement continue {théoréme dlinjection de Sobolev} est

faiblement semi-continue inférieurement. De plus @ est dérivable et
T .
(ofw),n) , = J' [d,R) -(D vu,u),h)+(f(:),h)]dn.
u
H,H 0
On appelle points critiques de ¥ les points ot DP s'annule et valeurs

critiques de 9 les valeurs de 9 aux points critiques,

Par conséquent les points critiques de P sont les solutions faibles de
(2) 4+D,Vit,u) = fie),

[(Si, de plus, f est continue et T-péricdique, u est deux fois continliment
dérivable}), (_a recherche des solutions T-périodiques de {2) est donc
ramenée a l'étude des points critiques de ¥,

Si l'on suppose avec Berger que f = 0 et que

V“:u)')‘w ¥ Iul oo,

uniformément en t, on démontre la coercivité de ® ({2]). D2s lors P at-
teint son infimurn en un point de H qui est nécessairement un point critique
{condition nécessaire au premier ordre). L a section sujivante envisage une

situation ot ? nlest pas coercive.

2 - OSCILLATIONS DE L'EQUATION DU PENDULE FORCE :

{_'équation du pendule forcé
3 O+ sinu = f{t),

olt f est T-périodique, est ['une des plus anciennes et des plus importan-
tes de |a mécanique et méme des mathématiques toul entidres. Le Chanoine

Lemaitre dit & propos de {'équation autonotme : "Ce probléme du pendule

est un de ceux ol la mécanique a apporté une des plus grandes contribution:

a ['édifice des mathématiques modernes puisqu'elle s'identifie longuement
avec |'étude des fonctions elliptiques autour de laquelle s'est édifiée ta
théorie des fonctions de variables complexes'™.

Dans le cas de "petiles! osciilations forcées, ['approximation du troisidgme

ordre de (3) a occupé une place centrale dans la "mécanique non [indaire!

des années trente sous le nom d'équation de Duffing, Mais ce nlest qu'asse

récemment que l'étude des grandes! oscill atiohs de [3) a été abordée.

Cet état de chose s'explique probablement par I'alternative suivante : selol
la valeur de f I'ensemble des oscillations de {3) est soit vide, soit non
borné, Notre premier théoréme généralise un résultat de Castro (5] qui
assure !lexistence dloscillations de (3) lorsque T < 2T et JIO f=0.
Castro utilise la méthode de Liapounov-Schmidt qui ne semble pas s'appli-
quer lorsque T > 27, Il serait intéressant de caractériser les termes
forgants pour lesquels {3) admet des osciliations.

Thécreme 1 : Soient V et f vérifiant les hypothéses dela section 1. S!'il
n .
existe TI,...,Tn>0telsquthER,VuER , Vi,

(4} \..’(t,u+‘.l'i ei) = vit,u)

&éme

: n .
oll e est le i vecteur de |la base canonique de R, et si

{5)  £=-o0,
[}
alors le systéme (2} admet une solution T-périodique faible qui minimise %

sur H.

Démonstration : Soit U € H. On pose u=vtw, v& X et w€ Y, On déduit
de '(5) que

T (.12
o) = [ IEE _vu, vew + 0, ar.
(4]
Dlod, en utilisant (4},

(s) cP(\.|+'I'i e.‘.i)=‘:p(v+‘l‘.1 ei+w)-(9(u).

On déduit de {4) que V est majorée par une constante c, D#s lors

. 1 2
Pz P |

- 1#] fwl -cT.
2 2 L2 R

L'inégalité de wirtinger entraine que

&} P v, {wl, v,

T e .

S sk .

Do

Y ot

< r--_

—

"



Soit (u_} une suite minimisante pour 9. Grice a {6), on peut supposer gque
(Vn’ei €fo, Ti]' D'aprés (7}, (wn) est bornée dans H. Finalement (un)

est bornée dans H, La fonction ¥ atteint donc son infimum, O

Remarques :
t) On ne suppose aucune relation entre T, Toreees T
2) i.'hypoth&se {4) est vérifiée en particulier lorsque V = 0, Dans ¢e cas

la condition {5) est également nécessaire pour l'existence d'une solution
T-périodique.

On déduit immédiatement du théoréme 1 le résultat suivant :

- T

Sif € L2 et si I f= 0, alors Itéguation (3} admet une solu-

0
tion T-périodique faible qui minimise @ sur H,

Exemple 1

Si f est impaire, I'existence dloscillations impaires de (3} résulte d'un
théorame de Mawhin ([ 10]) qui s'applique aussi au cas dissipatif. Nous

atlons donner une extension de ce théoréme dans le cas variationnel,

On note Z |'ensemble des fonctions impaires de H, Comme Z C Y ltinégalité
de Wirtinger est vérifiée dans Z., L 'espace Z muni de la norme induite

esl réflexif car clest un sous-espace fermé de H,

Théoréme 2 : Soient VV et f vérifiant les hypothé&ses de la section 1. Si,
VIER et Yu€R",

(8} DuV(-t,-u) = DuV(t,u) et f(-t) = —f(t} PP

et s'il existe k € 10, 412/T2[ et ¢ >0 tels que

2
{9) V(t,u)SkEiL- +c,

alors le systéme (2) admet une solution T-périodique faible impaire qui

minimise ¥ sur Z, $i, de plus,
2
4 2
(10) u, #uz = (DuV“'UI)"Duv“’“z)'“t‘uz)( ———Tz '|ul-u2'| N

il existe une seule solulion T-périochique Taible impaire.

pémonstration : Soit u € Z. On déduit de (9) que
a2

2 ¢

g {u) =

k 2
- u1 —|f‘ lu‘ -c T,
2 2 LZ Lz Lz

Dlol, en utilisant Ilinégalité de Wirtinger,
. 2 .2
CT L Gy St BRLT g Y
4 L L
Par conséquent Plu} s, Iu!z-*w.

L.a restriction de P & Z atteint donc son infimum en un point u, Si h € Z,
il vient

.
(1) 0=<DPW, R , = [ [, R)-{D, vit,u),n)+if, )] dr.
HaoH 0

En utilisant llimparité de u et I'hypothése (8}, on vérifie facilement {11)
lorsque h € H est paire. La fonction u est donc une solution faible de {2).

Sous I'hypothése {10) 1l vient, pour u, # Uz

(D‘P(u')-D‘P(uz), Uy - Yo

2y,
T - . 2
-J‘Otiu,-uzi -(DuV(t,u‘)-DuV(l,uzl,ul—u2)3dl
T - - 2
>J'0 (18,-6,1%- f'_-r-} hu, - u,l%) gt

Cette derniére quantité est posilive en vertu de I'inégalité de Wirtinger,
Dol {tunicité,

Exemple 2
périodique faible impaire qui minimise ¥ sur Z.

sif€L? est impaire, I'équation {3) admet une solution T~

Remarques :

1} Comme !féquation O+u = sin t n'admet pas de solution 2M-périocdique, or

ne peut améliorer la majoration de k dans le théoréme 2,

2} Les arguments des théorémes | et 2 ne s'appliquent pas qu'aux probléme:
périodigues, En particulier, on peut imposer des cenditions de Neumann
a(0) = 0(T) =0 etc.

3) Dans le cas de I'équation du pendule autonome 0 + sinu = 0, I'exemple
1 fournit les solutions "périodiques! {2k + 1)1 qui sont "physiquement in:
tables" alors que llexemple 2 fournit [a solution "physiquement stable!!

Cette remarque sera développée dans |a section suivante.



3 - INSTABILITE DES SCLUTIONS PERIODIQUES :

On considére le cas dlune équation (n=1). Outre les hypothéses de la sec—
tion 1 sur W et f, on suppose V deux fois dérivable en u et Di V' continue

sur RxR, Dans ce cas ¥ est deux fois dérivable et

T .
¥ewn,n , = [ [AZ-DZvu,un?]de.
H,H o

L
Si u est une solution T-périodique faible de (2), on appeife équation aux
variations assccide & u ['éguation
12} f+ 02 Vit,ult)hh =0,

2
u
équation de Hill.

Comme D° V (i, u{t})) est continue et T-périodique, I'équation (12) est une

On dit qu'une solution T-périodique faible u de (2} est instable lorsque
I'équation aux variations associée & u admet des solutions hon bornédes.

Théoréme 3 : Tout minimum local de ¥ correspond 3 une solution instable
de (2).

Démonstration : Si P admet un minimum local en u, il vient, pour tout
heH,

T L]
(13) i) [hz-DﬁV(l,u)hzl dt 2 0.
0

Soit lo la plus pelite valeur propre de |l'opérateur A défini par

DlA) = {u€ CZCR.R] : u est T-périodiquel,

Au = -Loﬁ Vit, ult)) h.

L inégalité {13) entraine que A _ Z 9. On déduit alors du théoréme 2. 1 de
[9] que (12) admet des solutions non bornées. O

Corollaire | : Si B, V(t,u) est décroissante en u, toutes les solutions
T-périodiques faibles de [2) sont instables.

Démonstration : Par hypothése -V (1, u) est convexe en u. Donc ? elte-
méme est convexe. Par conséquent la seule valeur critique possible est

tinfimum de ¥ s'il est fini. O

Gorollaire 2 : On suppose f
vuER,

0. Slil existe R> 0 et uoER tels que, ¥ t,

Ju - uoi <R = VIit,u) = Vit,u),
alors la fonction constante vy est une solution instable de

0+DuVlt,u) = 0.

Démonstration : On vérifie facilement gue f"(uo) est un minimum local de
%0

4 -~ OSCR.LATIONS LIBRES DE SYSTEMES CONSERVATIFS :

Si V est pair, DV estimpaire et le systéme
(14} 0+DViu) =0

admet !a solution triviale u = 0 qui est impaire et T-périodique pour tout
T>0.

Sous des hypothéses dues & Clarke et Ekeland (croissance de V "rapide!l
& l'origine et Mente™ & 1'infini), nous obtenons |'existence d'oscillations

impaires non triviales (et donc non constantes),

Llapproche de [7] se fornide sur la convexité du potentiel et un pm’.ﬁcipe de
moindre action dual. Nous utilisons la parité de V et le principe de moin-
dre action, Comme dans [ 7] on obtient des oscillations dont [a pél"*iode
minimale est fixée, et ce pour la premi2re fois, semble-t-il, lorsque le

potentiel n'est pas nécessairement convexe.

Théorame 4 : Soit V : R =R une fonction paire continiment dérivable. On

suppose, sans perte de généralité, que VI(0) = 0, Slil existe k, cZ 0,

T, $> 0 tels que k<41’r2/T2<ﬂ et, Y u€R",

2
{15} V(u)Sk-l-yiJ—— + ¢,
2
(16) lul=8 = wu) =2 n 1”21 .

alors le systdme (14} admet une solution périodique impaire de période
minimale T qui minimise 9 sur Z.

=

Y ot

A

ar-



Démonsiration : Grice & (15), on déduit du théoréme 2 que {14) admet une

solution T-périodique impaire u quL minimise ¥ sur Z,

Si hit) = (5 sin g t)e, olt e est un vecteur de R de norme 1, on déduit
de (16) que
T 2 .2 2 2 2
417 & 27 b
PlU) LD L EALI RS - 1A <
() <P(R) ,roth 5 (cos = t) n > (sm—}-—t) ldt<og 21(0).

Donc u est une solution non triviate.

St T n'est pas la période minimale de u, u est T/k périodique pour un

entier k 2 2, Comme dans [ 7] ~- ;QOSe Tit) = uit/k). Alors U € Z et

T e e

5 < Pul

2
1-k
<

+
- viuy =+
a K

—~ T

Plu) =—Ii~ [
ke ¢ 2 0

Ce qui est absurde, J

Exemple 3 : L 'équation & + sin u = 0 admet une osci!lation impaire de

période minimale T si et seulement si T > 2T. Cette oscillation minimise

¥ sur Z.

Cémonsiration : Comme

sinu, -sin u
1 2

YimYa

<1,

ul%uzé

la condition est nécessaire en vertu du théoréme 2.

Montrons qu'elle est suffisante. Le potentiel est donné par Viul=1 - cos u,
On vérifie (15} avec k = 0. Comme V(u)/u2 = 1/2, u=0, on peut vérifier
(16) avec N> 4112/1-2 lorsque 4TT2/T2 <1.0

Remarque : On peut évidemment construire les oscillations au moyen d'inté-

grales elliptiques.

Exemple 4 : Si ~-1/2 <0 <0, alors, pour tout T> 0, le systdme

a+ul?®u=0

admet une oscillation impaire de période minimale T qui minimise ? sur Z,

Démonstration : le potentiel est donné par Vi) = (za +2)~ 1 [uf 20¥1),

Des lors Viu)/{ul2 -0, |ul +o et Viu)/lul22=, lul »0, etil est
facile de vérifier les hypothéses du théoréme 4 pour tout T>0, O

Remarques :
1) Comme le potentiel est convexe, l'existence d'une oscillation de péricde

minimale T résulte de [ 7).

1y

2} L'exemple 4, qui concerne un systéme soumis & une force de rappel sous
linéaire, offre un contraste frappant avec le cas linéaire (@ =0) pour

leque! toutles les solutions sont 2 T-périodiques.

5 - LE PRINCIPE DE MOINDRE ACTION DUAL :

MNous atlons obtenir des oscillations forcées qui ne correspondent pas & des
minima globaux de Maction en utilisant le principe de moindre action dual
de Clarke et Ekeland {voir [ 4], £7], [8] et les bibliographies de ces arti-

cles).

Théoréme 5 : Soient V et f vérifiant les hypothéses de la section 1. Sl

existe k€ ]0,5”'72/'1'2[ et c2 0 tels que

2
(17) vit,u) € k ]”21 +c
et si
41 2
. < -

(18) (DuV(t’ul)'DuV“’uz)’ Ul—‘.lz) < 7 |u1 uzl .
{19) Vit,u) » o, Jul = e, uniformément en t,

T
(zo0} [ = o,

0

alors le systdme (2) admet une solution T-périodique faible.

MNotations : Par un changement de variable on se raméne au cas ol T=21,
Comme précédemment LZ- L.Z(O, 2m,; Rn). On définit 'opérateur linéaire

L par
oiL) = {u e L2 :u et u sont absolument continues,
w0} - ulzm = &(0) - Glzm =0, n€L?)
Lu® ~0-u
et Vo L2-R par

2m 2
Ylu) = j' E% - Vi1, u) + {fl1), )] dt.
0



. Gréce a (18) la fonction ¥ est convexe et 2 W(u)=u-—Duv(. y,ultf. Les
solutions T-périodiques faibles de {2) sont les zéros de L +9 Y. L'espace
l_2 est la somme orthogonale de ilimage de L, R{l-), et du noyau de L,
Ker L. On pose )

K= (LID(L.)) nee)’,

*
¥ (W= Su [lv,ul 5= VI, veEL?,
u€ L2 L

et

1 *

Bivi=g(Kv,v) ,+¥ v}, vERIL)
1.
) *
L a fonction ¢ est la transformée de Fenchel de ¥ et & est |IMaction duale!,
*

On déduit de (17) que ¥ est partout finie. Chaque v € R{L) s'écrit d'une
maniére unique sous la forme vy +v,_ ol vy est la valeur moyenne de v et

2
Vg est de moyenne nulle,

Pémonstration : Par définition

Kv,v)
LZ

= o]v,|?
i 2
et

27 2
YOS EI—‘;l—i-v_u.v)-(fn),v)]dt.
0

En utilisant (20), on obtient
2

) 12 2 2 i Ly!
21 vl L+ VIit,v)dt - |f v .
2 o ! L2 2 I_2
Comme V est bornée inférieurement grace a (19), il vient
2
(22) Blv) 2 LZozmer- el L dv,l .
L.2 2 LZ

“+ oo

Montrons que ¢ est coercive, i.e. [vni Pidd ‘an) 2o, Si lv 2

L L
on déduit immédiatement de {22) que & (vn) o, On peut donc supposer que

2, n‘

v, n! est bornée dans L? et que [vl n| -+, Grace 3 (21) il suffit de
]
prouver que !

27
{23} ]'0 V(t,vl'n'l-vz,n)dt-bno,n-—boo.

L 'argument suivant est classique, On pose

1

= . =1
A ={telo,and: v, Jwl=zglv, I,
1 2 2 . . 2
Comme J‘n H |v1’n| = lvz’n]LZS ch, il vient P(Dn)ﬂ 4C“/lvl,nl .
n

Soit m tel que n2m=>|1(cﬂn)21'r. Sur Cnn, ]vn(l)l -4 lv' nl-}vz n“”
? ¥

1 i n=
2§ ivl,nl' Si n2Zm,

21
=_
I V(l,vt’n+v2,n)dl-— c'TT-f-Jl V(t,v]’n+v2’n)d!.
0 ’ L‘nn
En utilisant (19) on obtient {23),

*
L'application K étant compacte et la fonction § convexe et continue, § est
faiblement semi--continue inférieurement, Comme ¢ est coercive, elle at-
teint son infimum en un point v de R{L).

Pour h€ RIL) etpour t€ Jo,t[, ona

* * t2
P (V=Y (vtth)+t(Kv,h) t = {Kh,h)

L2 L2’
Denc
W*(vﬂh)-‘k*(v) t
~tkv,h) s 3T P g S K, h)Lz.

Sit} 0, onobtient

<+
-{Kv,h) 2 = & ¥ (v,h)
: L

»
Comme 6+W (v, . ) est positivement homogene et sous~additive, le théorgme

de Hahn-Banach assure |Texistence de w € Ker L tel que, pour tout h € l_z,

' *
wyh) 5= (Kv,h) o < et ¢ (v,h).
L L

Mais alors

* *
w-Kv,h) , S ¢ (v+h) - ¥ V),
L

»
fne. w=KvEDdY (v llvient vedy{w~Kv). Si u=w-Kv, -Lu=yv
et u estunzérode L+3¥, 0

LS al
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Remargues :

1) D'aprés la démonstration, tout minimum local de ¢ correspond a4 un zéro
de L+2 vy,

2} On obtient d'une maniére analogue un résultat sembiable pour des systémes
hamiltoniens du premer ordre. On peul aussi trailer dfautres problémes

aux limites.

3} LL'hypothase (18) est superflue lorsque D,V est bornée (1], oulorsque

\/ est convexe enu [7], [8]. L'est-elle en général ?

Exemple 5 : On considére une équation de ta forme

(24) U+glul = heLZ2(0, 2T ;R)

ofi g : R+ R est continue, admet des limites & I'infini et est telle que
gl-w) <glu) <gle), ¥ u, et

_c_;(uI ) - g(uz) -

u Fu L =g,
1 2 Uy -y, )
1 2"
On pose hl = I h et h, =h-h_, Il est clair que,si (24) admet une
21 Yo 2 1

solution 2m-périodique,

{25) gl-w) <h, <gl=).

En vue d'appliquer le théoréme 5, on pose

Y]
V(t,u)=f gls)ds~h,.u et f=h,,
1 2
o]
de sorte que (24) prend la forme {2). Comme (25} entraine {19}, cette condi-
tion suffit aussi & assurer l'existence dfune solution périedigue tvoir [ 3]
et 1a bibliographie de cet article pour de nombreux développements liés a

ce type de condition).

.
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