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Transformada Z




Transformada Z

Transformada de Laplace

Transformada Antitransformada

TL{x(1)} = X(s) = [ x(t)e~dt TLH{X(s)} =x(t) = | X(s)e“ds




Transformada Z

Transformada Z

Transformada

Antitransformada

~+00

TZ{x[n]}=X(z)= Y x[n]z™"

Nn=-—o

TZ—l{X(z)} = x[n] = 12%[[]: X(z)z"dz

@? Region de convergencia

oy ¥




Transformada Z

Polos y ceros

Funcion polinomica

Y “+..+bw-1z'+b
H(z):Zka_k=b0+blz_l+...+bMZ_M:boz i +MM i
k=0 z

H(z)=z™"(z-c1)...(z—cm)=z"] J(z - cx)

M
k=1




Transformada Z

Polos y ceros

Funcion polindmica racional

bkz ¥
B bo+bizt+...+buz™ B zN boz" +...+bm -1z + bm

« ac+aizt+..+az™ ZM a2V +...+an -1zt +an

H(z) =

M

“(Z—Ck)

k=1

T(z-py)

k=1




Transformada Z

Polos y ceros




Transformada Z

Polos y ceros
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Transformada Z

Polos y ceros

Funcion racional

Numero de polos = nimero de ceros
Polos y ceros triviales: Ubicados en z=0 6 z=w
Numero de ceros no triviales: M

Numero de polos no triviales: N




Transformada Z

Serie Geométrica




Transformada Z
ROC

0

X(z)=) x[n]z" < V l|al<|z| ; no>0

unilateral n=no
derecha

JLBLJ_, X(z)zix[n}z"koo V |al<|z|<]az] ; ni<O<n2

n=n1

bilateral

I|1|||1I| , iox[n]z‘” v |z|<|a| © No< 0
unilateral -

izquierda




Transformada Z

ROC

Lateralidad

Longitud infinita

Longitud finita

Derecha

A

Bilateral

lzquierda

il




Transformada Z

Tabla de pares de funciones y transformadas

Antitransformada Transformada

s[n] 1

u[n]

1-z71
1
n -
[ ] l1-az?
1-zcosw
1-2ztcosw+z7?
Zlsenw
1-2ztcosw+z72
az 'senw
1-2az*cosw +a’z™>
1-az ‘cosw
1-2az *cosw +a’z™>

cos[wn]u[n]

sen[on]u[n]

a" cos[wn]u[n]

a"sen|wn]u[n]




Transformada Z

Propiedades

Linealidad

TZ

cixa[n]+caxz[n]«>c1Xy(z) +c2X2(z) ; ROC =ROC:NROC:

Convolucion

xi[n]* Xz[n]<T—Z> X1(z)X2(z) ; ROC =ROCinROC:




Transformada Z

Propiedades

Desplazamiento Temporal

TZ

x[n-k]<>z*X(z) ; =ROCVvROC z0vROC ¢

Reflexion Temporal

x[—n]<T—Z>X(z‘l) - ROC: L <|z|< 1;

I sup I inf




Transformada Z

Propiedades

Escalado en el Dominio Z

TZ Z
a"x[n]e> X (—j ; ROC :[a|r it <|z| <[a]r sup

a

Diferenciacion en el Dominio Z

: TZ
d nx[n]<>-z2&) - _Roc v ROC ¢ 0vROC ¢ o0

0z

P

i




Transformada Z

Antitransformada Z

Calculo directo

Integracion en contorno C en sentido antihorario

ROCc Cyz=0

ROC c z; simples




Transformada Z

Antitransformada Z

Calculo directo
H(z)z" 'dz =
Jzﬂul (2)
~ > residuos {H(z)z"*}

s polos simples {zi} en C
@? =Y (z-z)H(z)z"™* -

Z=17Zi




Transformada Z

Antitransformada Z

Expansion en Serie de Potencias

M

b -k
kzz(; - bo+bizt+...+bvz™ buz™ +...+biz™ +Dbo
H(z) = =

Zakz"‘ ao+aizt+...+anz’™ anz N +...+aizt+ao
k=0

Division de polinomios en orden creciente o decreciente

Por inspeccion se determina la antitransformada




Transformada Z

Antitransformada Z

Expansién en Series de z*

si ROC: |p<|z|

Division de polinomios en orden decreciente

-1 Yy = — _
bo+ bz +...+ bmz |ao+a121+a222+...+aNZN

bo+dz*+...+dwz™ +...+dz" Co+Cz 7t +...

ezt +..+remz "V +...+e 2"

ez +..+fwz M+ +f 2V +




Transformada Z

Antitransformada Z

Expansion en Series de zk

Por inspeccion se determina la antitransformada

bo+bizt+...+ buz™ . .
H(z)= — —— =Cy+C,Z T +CZ  + ..
ac+aiZz +...+anZ

Z
H(z)=c, +clz1+...<—>{co;cl;cz;...;ck;...} =h[n]
T




Transformada Z

Antitransformada Z

Expansién en Series de z*k

si ROC: |z|<|py

Division de polinomios en orden creciente

bmz™ +...+ bo lanz™™ +...+az? +aiz" + ao

-M -M+N N-M N-M+1
bvz™ +...+do+...+d ,,,\Z CynZ  +CyinZ +..

-M+N
Z

-M+N

+...+€0+...+ €.\

+o.t+fo+ +f, 2




Transformada Z

Antitransformada Z

Expansion en Series de z*%

Por inspeccion se determina la antitransformada

bvz™ +...+ bz + bo NM

A =Cy_nZ
—N -1 M-N
anz™N +...+aizt +ao

Y N-M+1
H(Z):CM—NZ +Cyi1nZ

4
+...(—){...;CM+1_N;CM_N;...;




Transformada Z

Antitransformada Z

Expansion en Serie de Potencias

Una funcién H(v) puede expresarse como serie de potencias

H(n)(Vo)(V —Vo)

H(v) = Z




Transformada Z

Antitransformada Z

Expansion en Serie de Potencias

Una funcion H(v) puede expresarse como serie de potencias

- H (n)(Vo)(V _Vo)n

SIE 2 o

=H(v,)+H (V) (v —v,) + H"(VO)(;/ —Vo)" — ot H(k)(vol(\ll ~Vo)" +...

Para eso se calculan las derivadas y se evaluan en v=v,
H(v)=H(v,)
H (V) =H (v,)
H' (V)= H (v,)




Transformada Z

Antitransformada Z

Serie de Potencias

Sivy=0
© H (O)v H(")(O)v" s
"

H(V) Z (n)(o)(") —H(0)+H (O + 2N

Siv=z1
H(z) = ZH (O)Z —H(0)+H (0)z"

© (n) n z (k)
H(z) - ZH (O)z {H(O)H(O)H(O) H -(O)

4, H Oz HY)z



Transformada Z

Antitransformada Z

Expansion en fracciones simples
Grados de los polinomios: °N(z)=M y °D(z)=N

bz ¥

_ bo+bizt+...+buz™

v« ac+aizt+..+anz™
ak”Z

H(z) =

Si M>N — division previa para reducir el grado
Si M<N y no 3 z; de orden s#1 — calculo directo

Si M<Nvy 3z de orden s#1 — calculo separado



Transformada Z

Antitransformada Z

Expansion en fracciones simples

Si M>N — division previa para reducir el grado

_bo+biz?t+...+buz™  N(2)

H(z)= =C,+C,Z " +...

aot+aizt+..+anzV D(z)

donde °R(z)<°D(z)




Transformada Z

Antitransformada Z

Expansion en fracciones simples

Si M<Ny no 3 z, de orden s#1 — calculo directo

H(Z)=§: Ax

—1l-pz

Ax[pc]" i ROC:
A« (T_Z){ p]'uln] s P4 <|z]

1-pz™ ~Ac[px]'u[-n-1] si ROC: |z|<|py|




Transformada Z

Antitransformada Z

Expansion en fracciones simples

Polos complejos conjugados « residuos complejos conjugados

Ax Ax’ bo+biz™*
-1 + 1 -1 -2
1- pxz 1-p«z ao+aiz "~ +aez




Transformada Z

Analisis de sistemas LIT

Sayn-k] = 3bx[n-k]
Tz Tz
ZN:akY(z)z‘k ika(z)z"‘

Y (z)i az™ = X(z)i bkz ™"
U

Y@ Zbkz‘k

_ k=0

CX(z2) &
E akZ
k=0

H(z)




Transformada Z

Analisis de sistemas LIT

IR

AR (Autoregresivo)

N
H(z) = i bo _ boz

Y
—k N-k
MA (Promediador Movil) kz_:‘)akz kz_:‘)akz

N polosy 1 cero de orden N

M 1 M
H(z) = Y bz™ = > biz"™
k=0 Z k=0

M ceros y 1 polo de orden M ARMA (Promediador Movil Autoregresivo)

M ceros y N polos no triviales




Transformada Z

Analisis de Sistemas LIT

Transferencia H(z)

X[n] h[n]
I .

entrada —




Transformada Z

Analisis de sistemas LIT

causal

anticausal

no causal




Transformada Z

Analisis de sistemas LIT

Estabilidad

ROC:1<|z|= H(z) es SE
Causalidad

ROC:a<|z|= H(z) es SC

d Respuesta espectral

ROC c|z|=1=H(e")=H(z)| . ==

:ejw

P

i




Transformada Z

Transformada Z unilateral

Transformada

+00

TZz* {x[n]} = X" (2) =D x[n]z™"

n=0

d Region de convergencia

ROC:a<|z|

P

i




Transformada Z

Propiedades

Retardo temporal
> k
x[n —k]Z)Z_k {X*(z)thx[—n]z“} . k>0
n=1

, Avance Temporal

x[n+k]:—z;z'{x+(z)—kzllx[n]z”} . k>0

n=0

Teorema del Valor Final

limx|n|=Iim(z-1)X*(z)

n—o0 z—>1



Transformada Z

Propiedades

Transferencia

H(z)= B(2)

A(z) con polos p, k=01..N
, Entrada
Q(2)

X(z)==— con polos g, #p,

. N(z)
& Salida

Y(2)= X(Z)H(z):%%

-

i




Transformada Z

Propiedades

Salida

_ _B@)Q@) _5 A v Qo
Y@= XOHE = Lo NG T AT p A g,

y[n]= gAkpk”u [n]+ Zleqk”u [n]

I

Respuesta Respuesta
Natural forzada



Transformada Z

Propiedades

Salida

Y(z) = i bX (2)z7* - iakY (z)z ™

Y*(z) = ibkx%z)z‘k - iak {Y*(z) + Zk:y [—n]z“}z"

+ I(Z:(:)ka(z)z"‘ — éakz_k;y [—n]z n B(2)
Y (z)= = n = X(z2)—/—=
1+ az* Alz) 7 Az)

No(2)




Transformada Z

Propiedades

Salida

V@)=Y Y

kl— Pz

v[n]= (A +D,)p []ki ufn]

I

Respuesta Respuesta
natural forzada
VASE A)



Transformada Z

Analisis de sistemas LIT

Modulo

Es la relacion entre los productos
de las distancias del circulo unitario ei®
a cada cero y a cada polo

‘ej“’ — Cs

H(e™)| = =
M_‘ej“’ — pk‘
k=1

Fase

Es la resultante de las fases de los
vectores que van de los ceros y polos
al nimero complejo e/®

ZH(e!®) = ié(ej‘" =) —iz(ej” — px)




Transformada Z

Zt

Computa y grafica la Transformada Z en dB de una transferencia

Sintaxis

[Hz ,Hw,z,w,c,pl=zt(b,a,f, graficar)




Transformada Z

zplane

Grafica el mapa de polos y ceros en el plano Z

Sintaxis

zplane[z,p]




Transformada Z

iImpz

Computa la respuesta al impulso de un sistema discreto

Sintaxis

[h,t] = impz(b,a,n,fs)
impz(b,a,n, fs)

I. TIT QT? ?To ‘QT.“Q?.‘.OQ.‘.Q_O..'QO...QQ

| ll i
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